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I Grundlagen

I.1 Logische und mengentheoretische Grundlagen

Die moderne Mathematik wird iiblicherweise in der Sprache der Mengenlehre for-
muliert. Intuitiv ist eine Menge (nach G. Cantor 1895) “eine Zusammenfassung
wohlunterschiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem
Ganzen”. Die wesentlichen Beziehungen zwischen Mengen sind € (Elementbezie-
hung) und = (Gleicheit). Wir schreiben € M, um auszudriicken, daf§ = ein
Element von M ist, und x € M fiir die Negation dieser Aussage. Mengen A und
B heiien gleich (Not. A = B), wenn sie dieselben Elemente enthalten. Die leere
Menge () ist diejenige Menge, die kein Element enthilt. Mengen kénnen auf zwei
verschiedene Weisen definiert werden

(i) durch Aufzdhlung, etwa {3, —7,28, 2}, wobei Reihenfolge und Wiederholung
irrelevant sind, etwa {1,2} = {2,2,1}

(ii) durch Angabe einer definierenden Eigenschaft {z | x hat Eigenschaft E'}.

Die zweite Methode kann im Extremfall zu Widerspriichen fiihren wie folgendes
auf B. Russell zuriickgehendes Paradoxon zeigt: sei R = {z | * € «}, dann gilt
R e R< R ¢ R, was logisch widerspriichlich ist! Dieses Problem kann behoben
werden, indem man (ii) folgendermaflen einschrénkt: wir betrachten blo Mengen
der Gestalt {x € M | x hat Eigenschaft E}, wobei M eine vorher konstruierte
Menge ist.

Eine Menge A ist Teilmenge von B (Not. A C B), wenn fiir alle z € A gilt, dafl
x € B. Offenbar gilt A = B genau dann, wenn A C B und B C A. Es gilt immer
0 C M.

Definition I.1.1 (Durchschnitt, Vereinigung, Differenz)
Fiir Mengen A und B ist

(1) ihr Durchschnitt ANB ={xz|x € ANz € B}
(2) ihre Vereinigung AUB ={z |z € AVx e B}
(3) ihre Differenz A\ B={x € A|xz ¢ B}
wobei A fiir “und” und V' fiir nichtauschlieffendes “oder” steht.

Wenn B C A (und A aus dem Kontext klar ist), schreiben wir B¢ bzw. 0B
abkiirzend fiir A\ B.

Beispiel 1.1.2 Sei A ={3,7,12} und B = {4,7,20,40}, dann ist

AUB ={3,4,7,12,20,40} AnB={7} A\B={3,12} B\ A= {4,20,40}



I1.1.1 Logische Notation und Grundbegriffe

Wie oben bereits erwahnt, bezeichnet A A B die Konjunktion der Aussagen A
und B, die wahr ist, wenn sowohl A als auch B wahr sind. Mit = A bezeichnen
wir die Negation der Aussage A, die genau dann wahr ist, wenn A falsch ist. Die
Disjunktion von A und B ist definiert als AV B = —~(—=AA—-B). Also ist AV B
genau dann wahr, wenn mindestens eine der Aussagen A und B wahr ist (wir
lassen also auch zu, dafl beide Aussagen wahr sind). Die Implikation A = B ist
definiert als =A V B und ist somit genau dann wahr, wenn B wahr oder A falsch
ist.! Anders gesagt ist A = B genau dann falsch, wenn A wahr und B falsch ist.
Wir schreiben A < B (“A und B sind logisch dquivalent”) als Abkiirzung fiir
(A= B)A(B = A). Offenbar ist A < B genau dann wahr, wenn A und B beide
wahr oder beide falsch sind.

Aufgrund der Definition von V gelten die folgenden de Morganschen Gesetze

~(AAB) & -AV-B ud —(AVB)& ~AA-B

Offenbar sind auch die Ausagen A = B und =B = —A logisch dquivalent, wobei
letztere Kontraposition der ersteren heifit. Offenbar gilt auch -A < (A = 1),
falls L eine falsche Aussage ist.

Um mathematische Aussagen zu formulieren, reicht es nicht Basisaussagen mit-
hilfe obiger aussagenlogischer Verkniipfungen zusammenzusetzen, sondern man
mufl auch iiber Objekte (eines bestimmten Typs) quantifizieren. Um z.B. die
Aussage “es gibt unendlich viele Primzahlen” zu formulieren, schreibt man

Vndp (n < p A Prim(p))
wobei man das Prédikat Prim als Abkiirzung fiir
Vk (HH(p=kl)=k=1Vk=p)

einfiihren kann. Aus diesem Beispiel siecht man, dafl man zumindest folgende
Quantoren benotigt

VY fir alle x
Jx es gibt ein z

welche sich auch in der Praxis der Mathematik als ausreichend erweisen. Z.B. kann
man die Aussage “es gibt genau ein z mit A(z)” folgendermaflen formulieren

'z A(z) = Fx(A(z) AVY(Aly) = = y))

'Es mag am Anfang verwirrend sein, da8 A = B automatisch wahr ist, falls A falsch ist.
Jedoch erweist sich diese Auffassung als zweckmifig in der Mathematik.



Fiir die Quantoren gelten die folgenden de Morganschen Gesetze

—JzrA(x) & Ve-A(z) Ve A(x) & Jz-A(z)
Aus dem zweiten de Morganschen Gesetz ergibt sich das Prinzip Ve A(z)Vv3z—A(x),
was wir im weiteren sehr oft implizit verwenden werden.?

1.1.2 Die grundlegenden Axiome der Mengenlehre

Quantoren und aussagenlogische Verkniipfungen erweisen sich auch als niitzlich,
um mengentheoretische Beziehungen und Axiome zu formulieren. Man kann et-
wa A C B verstehen als Abkiirzung fiir Vo(x € A = 2 € B) und dann das
sogenannte Extensionalititsaxiom der Mengenlehre formulieren als

A=B&eVi(re A< xeB)

Das sogenannte Aussonderungsaxiom der Mengenlehre kann man formulieren
als
VydVe(r € z & (x € y AN A(x)))

wobei A(z) eine in der Sprache der Mengenlehre formulierbare Aussage ist, in
der y und z nicht erwéihnt werden.® Weitere Axiome, die iiblicherweise postuliert
werden, sind das Paarmengenaxiom

Ve, y3zVu(u € z < (u=aVu=y))
das Vereinigungsaxiom
VedyVu(u € y < Jz(u € 2 Az € 7))

(fiir die eindeutig bestimmte Menge y schreibt man {iblicherweise | Jz) und das
Potenzmengenaxiom

VedyVz(z € y & Vu(u € z = u € 1))

John von Neumann hatte die Idee natiirliche Zahlen als bestimmte Mengen auf-
zufassen basierend auf der Idee, dafl eine natiirliche Zahl n gleich der Menge
{k € N| k <n} sei. Dann ist 0 = ) und n+1 = n U {n} =: Sc(n). Basierend auf
dieser Idee kann man ein Unendlichkeitsaxiom folgendermaflen formulieren

Jz(0 € x AVy € x(Sc(y) € x))

2Es ist eine amiisante Ubung(!), daraus die sogenannte “Deppenformel” 3z(A(z) = YyA(y))
herzuleiten.
3Das urspriinglich von G. Frege vorgeschlagene uneingeschrinkte Komprehensionsaxiom

IVa(z € z & A(x))

wurde wie bereits erwédhnt von B. Russell als widerspriichlich nachgewiesen.



was die Existenz einer Menge behauptet, die () als Element enthilt und unter
der Operation Sc abgeschlossen ist. Die Menge Ny kann man dann als klein-
ste Teilmenge konstruieren, die () als Element enthélt und unter der Operation
Sc abgeschlossen ist. Erstaunlicherweise reichen diese Axiome aus, um 99% der
heutigen Mathematik daraus herzuleiten, zumindest wenn man das sogenannte
Auswahlaxiom dazunimmt, das besagt, daf} fiir eine Menge M nichtleerer Men-
gen eine (Auswahl-)Funktion f : M — [JM existiert, sodaf f(z) € x fiir alle
xr e M.

1.2 Die reellen und die natiirlichen Zahlen

Die den reellen Zahlen, dem “Kontinuum”, zugrundeliegende Intuition ist die der
Zahlengeraden, auf der zwei Punkte 0 und 1 fixiert sind (intuitiv liegt 0 links von
1). Neben der Gleichheit ist die Relation x < y grundlegend, die intuitiv besagt,
daB z “links von” y liegt. Aulerdem betrachten wir auf der Menge R der reellen
Zahlen die 2-stelligen Operationen + (Addition) und - (Multiplikation), fiir die
wir Infixnotation  + y and x - y verwenden, wobei wir statt x - y meist einfach
xy schreiben.

Wir werden die reellen Zahlen nicht “konstruieren”, sondern durch Axiome be-
schreiben. Dabei gehen wir schrittweise vor und pésentieren vorerst die

Korperaxiome

Al) a+b=b+a
A2) (a+b)+c=a+ (b+c)
A3) es gibt ein 0 € R, sodaBl a + 0 = a fiir alle a € R

A4) zu jedem a € R gibt es (genau) ein —a € R mit a + (—a) =0

>

5

)

)

)

) ab=

6) (ab)e = a(be)
)
)
)

>

A7) es gibt ein 1 € R, sodafl al = a fiir alle a € R

A8) zu jedem a € R mit a # 0 gibt es (genau) ein £ € R mit at =1

(
(
(
(
(
(
(
(
(

A9) (a+b)c=ac+ be

(A1) und (A2) heissen Kommutativ- bzw. Assoziativgesetz fiir die Addition. (A3)
besagt, dafl es fiir die Addition ein neutrales Element 0 gibt. Dieses neutrale
Element ist eindeutig, da wenn 0’ ein weiteres neutrales Element fiir die Addition
ist, dann gilt 0 = 04+ 0" = 0/ + 0 = 0'. (A4) besagt, dafl es fiir die Addition
zu jedem Element ein eindeutiges inverses Element (bzgl. der Addition) gibt.
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(A5) und (A6) heissen Kommutativ- bzw. Assoziativgesetz fiir die Multiplikation.

(A7) behauptet die Existenz eines neutralen Elements 1 fir die Multiplikation.

(A8) behauptet die Existenz eines multiplikativen Inversen % zu jedem von 0

verschiedenen a € R. Oft schreiben wir statt % auch a~!, was sich spiter beim
Rechnen mit Potenzen als niitzlich erweisen wird. (A9) heiit Distributivgesetz.

Bezeichnungen fiir Teilmengen von R

N ={1,2,3,...} ist die kleinste Teilmenge N von R, soda 1 € N und x+1 € N,
wannimmer x € N. Wir schreiben Ny fiir NU{0}. Je nach Geschmack bezeichnet
man N oder Ny als Menge der natiirlichen Zahlen. Die Menge der ganzen Zahlen
ist Z = NoU {—n | n € N}. Die Menge der rationalen Zahlen ist Q = {¢ | a,b €
Z und b # 0}.

Eine wichtige Beziehung zwischen reellen Zahlen ist die Ordungsrelation <, fiir
die wir folgende Axiome postulieren.

Anordnungsaxiome
Fiir a,b,c € R gilt
(A10) genau eine der Beziehungen a <b,a=10,b<a
(A1l) ausa < bund b < c folgt a < ¢
(A12) ausa < bfolgt a+c<b+c
(A13) aus a < b und 0 < ¢ folgt ac < be.
Wir schreiben a < b als Abkiirzung fiir a < b oder a = b. Man zeigt leicht, dafl

(i) ausa<bund z < yfolgt a+x <b-+y

(ii) aus a < b folgt —b < —a

(iii) aus 0 < a < b folgt % < %
Schreibweisen fiir Intervalle
Fiir a,b € R (mit a < b) heifit

la,b) ={z €R|a<z<b}

abgeschlossenes Intervall mit Randpunkten a und b. Oft erweist es sich als niitzlich
auch folgende Intervalle zu betrachten

Ja,b) ={r eR|a<z<b}

[a,b={z €R |a<x<b}
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la,b[={r €eR|a<x<b}

wobei letzteres das offene Intervall mit Randpunkten a und b heiffit. Obwohl oo
(“unendlich”) definitiv kein Element aus R ist, verwendet man oft dieses Sym-
bol (aus historischen Griinden), etwa um (teilweise) unbeschriankte Intervalle zu
bezeichen wie in

[a,0[={z€eR|a<z} Ja,o[={reR]|a<uz}

und analog |—o0, a] und |—o0, a.

Die Vollstindigkeit der reellen Zahlen

Definition 1.2.1 FEine obere Schranke einer Teilmenge A von R ist ein s € R
mit Ve € A x < s, wofiir wir abkiirzend schreiben A < s. Die Menge A heifst
nach oben beschriankt, wenn ds e R A < s.

Analog definiert man untere Schranke und nach unten beschrénkt.

Beispielsweise ist {r € Q | 22 < 2} C [~2,2] und somit nach unten und oben
beschrankt.

Definition 1.2.2 FEine reelle Zahl s heifft Supremum von A C R, falls s kleinste
obere Schranke von A ist, d.h. A < sAVt € R (A <t = s <t). Das eindeutig
definierte Supremum von A bezeichnen wir mit sup A (sofern es existiert). Analog
definiert man das Infimum einer Menge A als die grofite untere Schranke von A
und bezeichnet es mit inf A (sofern es existiert).

Beispiel 1.2.3 Die Menge A= {r € Q | r* < 2} hat kein Supremum in Q.
Beweis: Wir zeigen zuerst, daf keine rationale Zahl p existiert mit p* = 2. Zum
Zwecke des Widerspruchs nehmen wir an p = = mit p? = 2, wobei n und m
teilerfremde natiirliche Zahlen sind. Es gilt dann n®> = 2m?. Also ist n gerade
(da das Quadrat einer ungeraden Zahl wieder ungerade ist). Somit existiert ein
k € N mit n = 2k. Es gilt dann 4k* = 2m? und somit 2k*> = m?. Also ist auch m
gerade im Widerspruch zur Annahme, dafS n und m teilerfremd seien.

Als ndchstes zeigen wir, dafi A kein grofites Element hat. Angenommen r € A.
Wir konnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dafi r > 0 (da
1 € A). Wir suchen nun nach einer rationalen Zahl h mit 0 < h < 1, sodajs
r+heA. Es gilt

2 — 2

(r+h)2<2<:>r2+2rh+h2<20§—h—§1r2+2rh+h<2<:>h<2 +1
.

2 1y 2—1r2 . g 1. 2-r2 1
Dar® <2 undr >0 gilt 5-5 > 0. Sei h das Minimum von 5 - 5=5 und 5. Dann

ist h eine rationale Zahl mit 0 < h < 1 und (r + h)* < 2 und somit r +h € A
mitr <r+h.




Analog zeigt man, daf die Menge {r € Q | 0 < r A2 < r?} kein kleinstes Element
hat. Da aber jede obere Schranke von A in der Menge {r € Q | 0 <r A2 < r?}
liegt, folgt nun, dafi A keine kleinste obere Schranke in Q hat. U

Die obigen Argumente lassen sich so umschreiben, dafs man zeigen kann, dafl
(i) {z €]0,00 | 22 < 2} kein gréftes und
(ii) {z €]0,00 | 22 > 2} kein kleinstes Element hat.

Also ist das Supremum von A in R (falls es existiert) gleich v/2.
Somit wird die Existenz von v/2 durch folgendes

Vollstédndigkeitsaxiom fiir R
Jede nichtleere beschriankte Teilmenge von R besitzt in R ein Supremum.

sichergestellt. Obiges Argument fiir die Existenz von v/2 kann man dahingehend
modifizieren, daf fiir « > 0 die Quadratwurzel v/a = sup{z € R | 2% < a}.
Da auch 0* = 0, besitzt also jede reelle Zahl a > 0 eine eindeutig bestimmte
Quadratwurzel /a.

Eine weitere wichtige Konsequenz des Vollstandigkeitsaxioms ist das sogenannte
Archimedische Prinzip, das besagt, dafl

VeeR(x>0=3IneNaz<n)

d.h. jede positive reelle Zahl liegt unterhalb einer natiirlichen Zahl.

Beweis: Angenommen es gibe eine reelle Zahl = > 0, sodafl Vn € Nn < z. Dann
besitzt aufgrund des Vollstandigkeitsaxioms die Menge N ein Supremum s. Dann
ist aber s — 1 keine obere Schranke von N und somit existiert ein n € N mit
s — 1 < n. Fiir dieses n gilt dann aber s <n + 1 < s, was unmoglich ist. U

Man beachte, dafl dieser Beweis einem nicht ermdoglicht, fiir gegebenes x > 0 eine
natiirliche Zahl n > z zu konstruieren, da der Beweis hochgradig indirekt ist.
Eine Konsequenz des Archimedischen Prinzips ist, dafl zu jeder reellen Zahl a > 0
eine natiirliche Zahl n existiert mit % < a.

Beispiel 1.2.4 Die Menge A = {1+ X | n € N} hat Supremum 2 und Infimum
1, da = = (14 1) =1 beliebig klein wird.

I.3 Vollstindige Induktion und rekursive Definitionen

Die Menge Nj ist die kleinste Menge M mit 0 € M und Vo € M x+1 € M.
Daraus ergibt sich unmittelbar das Beweisprinzip der vollsténdigen Induktion,
das besagt, dafi ¥n € Ny A(n) (genau dann) gilt, wenn
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(Induktionsanfang) A(0)
(Induktionsschritt) Vo e Ny (A(x) = A(z+1))

In (Induktionsschritt) heifit A(z) Induktionshypothese (IH).
Eine niitzliche Variation dieses Beweisprinzips besagt, dafl Vn > ng A(n) gilt,
falls

(Induktionsanfang) A(nyg)
(Induktionsschritt) Vo € Ny (x> nog A A(z) = A(z+1))

Als erste Anwendung des Induktionsprinzip beweisen wir

Satz 1.3.1 (Bernoullische Ungleichung)
VneNyVre]-1,00[ (1+2)">1+nz

Beweis: Offenbar gilt (1+xz)° = 1 = 140z, womit der Induktionsanfang bewiesen
ist.
Um den Induktionsschritt zu beweisen, nehmen wir als Induktionshypothese (IH)
an, daB (14 )™ > 1+ nx fiir alle z € |1, oo[. Es gilt dann fiir alle z € |—1, 00|,
daB

(14+2)"™ = (1+2)"(1+2) > 1+nz)1+2) =1+ (n+1D)r+nz® > 1+ (n+ 1)
wobei die erste Ungleichung aus IH folgt. 0

Ein klassisches Beispiel eines Induktionsbeweises ist folgendes.

Satz 1.3.2
i b — n(n+1)
2
k=0

Beweis: Offenbar gilt die Aussage fiir n = 0.
Wir nehmen als IH an, es gelte die Aussage fiir n. Dann gilt

n+1 n
B m n(n+1) _nn+1)+2n+1)  (n+1)(n+2)
Y k=) kt(ntl) = —y el = : = >
k=0 k=0
womit der Induktionschritt bewiesen ist. O

Oft ist auch folgendes abgeleitetes Induktionsprinzip von groffem Nutzen.

Satz 1.3.3 Sei A C Ny. Dann folgt aus Vn € No.(Vk < n. A(k)) = A(n), daff
Vn € No. A(?’L)
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Beweis: Angenommen es gilt
Vn € No.(Vk < n. A(k)) = A(n) (1)

Wir betrachten das Pradikat B(n) = Vk < n. A(k). Wir zeigen nun mit Induktion,
daB Vn.B(n), woraus offensichtlich Vn € Ny. A(n) folgt.

Es gilt B(0), da keine natiirliche Zhal < 0 ist.

Nehmen wir als IH an, dafl B(n). Dann gilt wegen (), dafl A(n). Somit gilt
Vk <n+ 1. A(k), dh. B(n +1). 0

Rekursive Definitionen

Um eine Folge (ay,)n>n, zu definieren, geniigt es a,,, anzugeben und eine Vorschrift
festzulegen, die angibt, wie man a,,; aus a,, ..., a, konstruiert. Dies ist eine
in der Informatik {ibliche Vorgangsweise, mit der man aber auch grundlegende
arithmetische Operationen definieren kann.

Beispiel 1.3.4
(1) Summe, Produkt und Potenzen kann man wie folgt rekursiv definieren

m+0=m m+n+1)=(m+n)+1
m-0=0 m-(n+1) =mn+m
a’® =1 a"'=a"-a firacR

(2) die Fakultitsfunktion definiert man wie folgt

ol=1 (n+Dl=nl-(n+1)

(3) Sei (an)nen eine gegebene Folge reeller Zahlen, dann sind (endliche) Sum-
men und Produkte wie folgt definiert

no n+1

E A = Qn, E a = E Ak + Apt1
k=ng k=ng k=ng

no n+1

Hak:ano Hakz:Hak'an-i—l
k=ngo k=ng k=ng
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1.4 Funktionen

Um den Begriff einer Funktion formulieren zu konnen, bedarf es des Begriffs eines
geordneten Paars. Fiir Objekte  und y bezeichnen wir mit (x,y) das geordnete
Paar, dessen erste Komponente z und dessen zweite Komponente y ist. Fiir uns
ist “geordnetes Paar” ein Grundbegriff, jedoch kann man ihn im Rahmen der
Mengenlehre auf Mengen zuriickfithren, indem man K. Kuratowski folgend (z, y)
gleich {{z}, {z,y}} setzt. Das wichtige an geordneten Paaren ist, dal man aus ih-
nen ihre Komponenten eindeutig ablesen kann, d.h., dafl aus (z,y) = (2/,y') folgt
x =2' und y =y’ (was nachweislich der Fall ist, wenn man die Kuratowskische
Paarcodierung zugrundelegt). Insbesondere ist (z,y) # (y, x), sofern = # y.

Definition 1.4.1 Fiir Mengen A und B ist ihr kartesisches Produkt definiert als
AxB={(z,y)|v€AyecB}
FEine Relation von A nach B ist eine Teilmenge R C A X B.

Beispielsweise ist {(z,y) € R x R | x < y} eine Relation von R nach R. Wir
fithren nun Funktionen als spezielle Relationen ein.

Definition 1.4.2 Seien A und B Mengen. Eine Funktion von A nach B ist
gegeben durch eine Menge G C A x B, sodafs

Ve € A3'y € B (v,y) € G

Die Funktion selbst wird beschrieben durch das Tripel f = (A, B,G), wobei wir
D(f) = A als Definitionsbereich von f, W(f) = B als Wertebereich von f und
und graph(f) = G als den Graph von f bezeichen. Fiir x € A bezeichnen wir mit
f(x) das eindeutig bestimmte y € B mit (x,y) € graph(f).

Funktionen f und g heiflen gleich, wenn D(f) = D(g), W(f) = W(g) und

graph(f) = graph(g).

Um auszudriicken, dal f eine Funktion von A nach B ist, schreiben wir f :
A — B. Wenn [ : A — B, so ist ihr Bild definiert als B(f) = {y € B | 3z €
D(f) f(z) = y. Offenbar ist B(f) C W (f) aber i.a. W(f) # B(f). Fir y € B sei
f~Y(y), das Urbild von y bzgl. f, definiert als {x € D(f) | f(z) = y}. Fir X C A
und Y C B heifit

fIX]={f(x)]z € X} Bild von X unter f und
fY]={z € A| f(z) €Y} Urbild von Y bzgl. f.

Beispiel 1.4.3
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i) f:]-L,]] D R:x—ax+2undg:R—R:x— x+2 sind verschiedene
Funktionen, da D(f) # D(g).

g heifit Erweiterung von f, wenn D(f) C D(g) undVz € D(f) f(z) = g(z).
In diesem Fall heif$t f auch Einschrankung von g auf D(f).

ii) Sei f:R — R definiert als

z wenn 0 <x
-]

—Z sonst

Die so definierte Funktion f heifit Betragsfunktion und wir schreiben |x|
abkiirzend fir f(x).

iii) Die Signums- oder Vorzeichenfunktion sgn : R — {—1,0,1} C R sei defi-

niert als
1 wenn 0 < x

sgn(z) = 0 wenn0=2x

—1 wenn x <0
Folgende Eigenschaften von Funktionen sind wichtig.

Definition 1.4.4 FEine Funktion f: A — B heifst

injektiv, wenn Vry,xo € A (f(x1) = f(x2) = 1 = 22)

surjektiv, wenn Yy € B3z € A f(x) =y

bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist, d.h. Vy € B3'x € A f(z) = y.
Mengen A und B heiffen gleichméchtig, wenn es eine Bijektion f : A — B gibt.*

Beispiel 1.4.5 Die Funktion f : R — R : 2 — 22 ist weder injektiv noch surjek-
tiv. Die Funktion g : R — [0,00[: x + a2 ist surjektiv, aber nicht injektiv. Die
Funktion h : [0,00[ — R : o — x ist injektiv, aber nicht surjektiv.

Eine Funktion f : A — B ist injektiv, wenn es zu jedem y € B hdchstens ein
x € Agibt mit f(x) =y, und f ist surjektiv, wenn es zu jedem y € B mindestens
ein x € A gibt mit f(x) =y.

Definition 1.4.6 Sei f : A — B injektiv, dann bezeichne f~ diejenige Funktion
g von B(f) nach A, sodaf g(y) = x genau dann, wenn f(x) =y.

Offenbar ist f~!: W(f) — A bijektiv!

4Im allgemeinen gibt es zwischen gleichméchtigen Mengen A und B viele verschiedene Bi-
jektionen!
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Beispiel 1.4.7 Sei f : [0,00[— [0,00[: x — 2%, dann ist f~(z) = /7.
Definition 1.4.8 Seien f: A — B und g : B — C, dann heifit

gof:A—=C:z—g(f(z))

Komposition (Verkettung, Hintereinanderausfithrung) von f und g.
Die Funktion von A nach A, die x € A auf x abbildet, heifit identische Funktion
oder Identitat auf A und wird mit id4 bezeichnet.

Man beachte, dafl g o f genau dann definiert ist, wenn W (f) = D(g).
Fir f:A— B,g: B— Cund h: C — D gilt offenbar

(hog)of=ho(gof)

und auch
foidgy=f=idgof

Beispiel 1.4.9 Obwohl die Funktionskomposition assoziativ ist, ist sie im allge-
meinen nicht kommutativ, wie folgendes Beispiel zeigt. Seien f,g : R — R mut

f(z) =2z —1 und g(x) = 22, dann gilt (go f)(0) =1+# —1 = (fog)(0).
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1.5 Die Ebene
I.5.1 Kartesische Koordinaten

Die Ebene wird iiblicherweise mit der Menge R? identifiziert, wobei man folgen-
dermaflen vorgeht. Man wéhlt in der Ebene einen Ursprungspunkt O und eine
orientierte Gerade, die durch O geht und als z-Achse bezeichnet wird. Die ori-
entierte Gerade durch O, die man durch Drehung der xz-Achse um einen rechten
Winkel entgegen dem Urzeigersinn erhélt, nennt man y-Achse. Die Koordina-
ten® (g, 7o) eines Punktes Py der Ebene erhilt man, indem man von P, aus das
Lot auf die z- bzw. y-Achse fillt und den Abstand zum Ursprung mifit. Diese
Identifikation der Ebene mit R? erlaubt einem

(1) die geometrische Veranschaulichung von Teilmengen des R? als Teilmengen
der Ebene und andererseits

(2) die Beschreibung geometrischer Gebilde in der Ebene als Losungsmengen
von Systemen von Gleichungen bzw. Ungleichungen.

1.5.2 Loésungsmengen von Gleichungen und Ungleichungen

Fiir eine Funktion f : R? — R kann man die Menge

C={(z,y) eR?| f(z,y) = 0}

betrachten. Wir nennen f(z,y) = 0 eine Gleichung der Menge C' und wir nennen
C' die Losungsmenge der Gleichung f(x,y) = 0. Analog kénnen wir vorgehen fiir
Ungleichungen der Gestalt f(x,y) < 0 bzw. f(x,y) > 0. Wir kénnen Teilmen-
gen auch als Losungsmengen von Systemen von Gleichungen bzw. Ungleichungen
beschreiben.

Wir betrachten nun einige Beispiele.

Beispiel 1.5.1

(1) Fir f : R — R ist der Graph von f die Lésungsmenge der Gleichung
f@)—y=0.

(2) Die Gerade durch die verschiedenen Punkte A = (a1, a2) und B = (by, bs)

wird beschrieben als Losungsmenge der Gleichung
(b1 — a1)(y — az) — (b2 —az)(z —a1) =0
Wenn ay # by, dann ist diese Gleichung dquivalent zur Gleichung

by — as

y (x —ay) + ag

by —ay

Sdiese Idee geht auf den franz. Philosophen und Mathematiker René Descartes zuriick und
deshalb werden die Koordinaten eines Punktes auch als kartesische Koordinaten bezeichnet

16



d.h. der dblichen Gleichung fiir die Gerade durch die Punkte A und B.
Andernfalls, wenn ay = by, erhdlt man die Gleichung x = ay, welche in

diesem Fall auch die Gerade durch A und B beschreibt.

(3) Der Kreis um den Mittelpunkt A = (ay, az) mit Radius r > 0 wird beschrei-
ben durch die Gleichung

(x—a1)2+(y—a2)2—r2:0

Die Losungsmenge Ca, dieser Gleichung ist kein Funktionsgraph, da fir
|z| <1 es zwei verschieden yy und yo gibt, sodaf (z,v1), (x,y2) € Ca,.

Fiir r =1 nennen wir die Lésungsmege Einheitskreis um den Punkt A.

(4) Wir betrachten die Funktion f(z,y) = (b1 —a1)(y — aa) — (ba — a2)(x — ay).
Fiir die Lésungsmenge C der Ungleichung f(x,y) > 0 gilt im Falle a; < by,
dafs fir alle z > 0

(x,y) eC = (x,y+2)€C
(ﬁ,y)gCﬁ(l‘,y—Z)gC

d.h. C besteht aus den Punkten oberhalb der durch f(z,y) = 0 beschriebenen
Geraden. Wenn by < aq, besteht C' aus der Menge der Punkte unterhalb der
durch f(x,y) = 0 beschriebenen Geraden.

Mengen dieser Art nennt man Halbebenen. Durch Schnitte mehrerer Halb-
ebenen erhdlt man n-Ecke (Polygone), Kegel, Streifen etc.

1.5.3 Winkel und Winkelfunktionen

Ein Winkel o € R entsteht durch Drehung eines Zeigers (der Lénge 1) um seinen
Ursprung, wobei |a| die Linge des zugehérigen Einheitsbogens® und das Vorzei-
chen den Drehsinn angibt (> 0 heifit entgegen dem Urzeigersinn).

Wenn man den Punkt (1,0) um den Winkel « entgegen dem Urzeigersinn dreht,
erhélt man einen Punkt mit den Koordinaten (cos o, sin «). Die entsprechenden
Funktionen cos,sin : R — R heiflen Cosinus- bzw. Sinusfunktion. Offenbar ist
B(cos) = [—1,1] = B(sin). Mit 7 bezeichnen wir die kleinste Zahl o > 0 mit
sina = 0. Es gilt cosm = —1. Es gilt cos = 0 und sin§ = 1. Es gilt cos § =
‘/75 = sin 7. Fiir a € R gilt

sin(—a) = —sina und cos(—a) = cosa

6Es ist in der Mathematik iiblich, die Gréfe eines Winkels nicht in Grad, sondern durch
die Lange des entsprechenden Bogens am Einheitskreis anzugeben. Einem Winkel von a Grad

entspricht die Bogenlidnge o = 7 - 155.
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und auBerdem
cos(av + 2km) = cos und sin(a + 2k7) = sin«
fiir alle k& € Z. Aufgrund des Satzes von Pythagoras gilt
cos? a +sin*a = 1

fiir alle o € R.
Auflerdem gelten folgende Additionstheoreme

cos(a+ f3) = cosa - cos 3 —sina - sin 3

sin(a + 3) = cosa - sin 3 + sina - cos 3

die wir jedoch erst spéter begriinden werden.

1.5.4 Drehung eines Punktes

Gegeben sei ein Punkt Py = (x¢, o). Die Koordinaten des Punktes (xjp,y;), den
man erhélt, indem man Py um den Winkel 3 entgegen dem Urzeigersinn um den
Ursprung O = (0, 0) dreht, berechnet man folgendermafien

xy =1 - cos(a+ () und  yp = r-sin(a + 3)

wobei a € [0,27] mit g = r - cosa und yo = 7 - sina (“Polarendarstellung” des
Punktes P,). Mithilfe der Additionstheoreme kann man leicht nachrechnen, dafl

Ty = To - cos — yo - sin B und Yo = To - sin B + yo - cos 5

1.6 Die komplexen Zahlen

Aus den Anordnungsaxiomen fiir R sieht man, daf§ die Gleichung 2> +1 = 0
keine Losung in R hat. Deshalb ist es niitzlich einen minimalen Koérper C zu
konstruieren, der den Korper R als Teilkorper enthéilt und auflerdem eine Zahl
i € C mit 72 = —1. Dies lif}t sich folgendermafien bewerkstelligen.

Definition 1.6.1 Wir definieren C = R? = R x R (die sogenannte GauBsche
Zahlenebene). Fir z = (z,y) € C heifit x Realteil (Not. Re(z)) und y Ima-
gindrteil (Not. Jm(z)) von z. Die Zahl (0,1) € C heifit imaginire Einheit und
wird mat © bezeichnet.
Auf C seien Addition und Multiplikation wie folgt definiert: fir z; = (x1,y1) und
2 = (T9,Y2) sei
21+ 29 = (71 + T2, Y1 + Y2)

und

21+ 22 = (T1%2 — Y1Ya, T1Y2 + T2y1)
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Man kann nachrechnen, dal die so definierten Operationen + und - auf C die
Korperaxiome erfiillen. Aufferdem gilt (z,0) + (y,0) = (z + y,0) und (z,0) -
(y,0) = (z-y,0). Aus diesem Grund werden wir im weiteren z € R mit (z,0) € C
identifizieren. Unter Verwendung dieser Konvention gilt fir z = (z,y), dafl z =
x + iy (wie man leicht nachrechnet) und somit

z = Re(z) +i-TJm(z)

fiir alle z € C. Man rechnet leicht nach, dafl i? = —1.

Da komplexe Zahlen als Punkte in der (GauBschen) Zahlenebene aufgefafit wer-
den konnen (und sollen!) kann man Addition und Multiplikation in C auch geo-
metrisch interpretieren. Offenbar entspricht die Addition komplexer Zahlen der
Vektoraddition. Mithilfe der Additionstheoreme aus dem vorigen Unterabschnitt
kann man leicht nachrechnen, dafl

(r-cosa,r-sina) - (s-cosf,s-sinf) = (rs-cos(a+ §),rs - sin(a + 3))

d.h. man multipliziert komplexe Zahlen, indem man hre Ldngen multipliziert
und ihre Winkel addiert. Daraus ergibt sich unmittelbar, daf die Lésungsmenge
der Gleichung 2% + 1 = 0 gleich {i, —i} ist.

Definition 1.6.2 Sei z = x + iy € C. Der Betrag von z ist definiert als |z| =
V22 + 2.7 Die konjugiert komplexe Zahl zu z ist definiert als 7 = x — iy.8

Offenbar gilt Z = 2 und |2| = V2Z = |z]. AuBlerdem kann man die Real- und
Imaginérteile einer komplexen Zahl durch folgende Formeln berechnen

Re(z) %(z +2)  Imz) = —(:-2)

Folgende Rechenregeln fiir komplexe Zahlen sind sehr niitzlich.

Satz 1.6.3 Fiir z1, 2, € C gilt

) 21 +2=21+7%
(i) z122 = Z122
(ill) |21 + 22| < |z1| + |22 bekannt als “Dreiecksungleichung”
(iv) [2122] = |21]"] 22

"d.h. die Liinge des Vektors (z,y) im Sinne des Euklidischen Abstandsbegriffs, wie er aus
der Schule vertraut ist
8somit entspricht das Konjugieren einer komplexen Zahl der Spiegelung an der x-Achse
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Beweis: Seien z; = x1+iy; und 2z = z3+1iy,. Behauptung (i) ist klar. Behauptung
(ii) sieht man wie folgt

1722 = (ml - iyl)(@ - iy2) = T1T2 —Y1Y2 — i(:ﬁyg + ylxg) = 7122

Behauptung (iv) beweist man, indem man nachrechnet, daf8 |z;25|> = |21]?|20]%.
Am aufwendigsten ist der Nachweis von (iii). Zuerst beobachten wir, daf§ |z; +
20| <'|21] + |22| Aquivalent ist zu

21+ 20 < (1] + [2])? = |21]? + [ 20]* + 2|21 2]
Man rechnet leicht nach, daf3
|21+ 22" = [21]* + |2]* + 22122 + 2019

Also geniigt es zu zeigen, daf

(1) 2122 + 3192 < 21|22
wofiir es ausreicht zu zeigen, daf3

(2) (z172 +1192)* < |21/ 22)?
Man rechnet nun leicht nach, dafl

(3) (122 + y1y2)* = wiad + yiys + 22122019

(4) =1 *2ef? = 2123 + yiys + 2Ty3 + 23y
Also reicht es zu zeigen, dafl

(5) 2x12001y2 < Y5 + 233

Es gilt aber
0 < (2192 — wo1n)? = aly; + 23y; — 201729190
woraus unmittelbar (5) folgt. O

Fiir eine komplexe Zahl z # 0 ist % =Z= % Also gilt fiir 21, 20 € C mit 25 # 0,
daf 2 = 222
22 |22|2 :

Beispiel 1.6.4

244z 1 1
= 24 4i)(1+ 3i) = —(—10 + 10i) = —1 +
% 12+32( + 44)(1 + 34) 10( + 1047) +1
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Wie fiir die reellen Zahlen kann man auch fiir komplexe Zahlen ganzzahlige Po-
tenzen wie folgt definieren. Fiir 2 € C sei 2° =1 und 2" = 2" - 2 (n > 0). Falls
z#0und n > 1sei 27" = ()"

Wir diskutieren nun fiir n € N die Losungen der Gleichung 2" = 1 in C. Da
|2 = |z|", folgt aus 2" = 1, dal |z| = 1. Deshalb nennt man die Lésungen von
2" = 1 auch n-te Einheitswurzeln. Aufgrund der geometrischen Interpretation

der Multiplikation in C gilt die sogenannte de Moivresche Formel
(cosa +isina)® = cos ka + isin ka

woraus wir erschlieffen, dafl es genau n n-te Einheitswurzeln gibt, ndmlich

<2k:7r) . (2k7r>
2, =c60S| — | +i81n | —
n n
firk=0,...n— 1.

Wichtig in diesem Zusammenhang ist die Eulersche Formel

exp(i¢) = cos ¢ + isin ¢ (p € R)

wobei exp : C — C diejenige stetige Funktion ist, fiir die gilt

exp(0) =1 exp(z1 + 22) = exp(21) exp(22)

Der Nachweis von Existenz und Eindeutigkeit dieser Exponentialfunktion im
Komplexen iibersteigt den Rahmen dieser Vorlesung. Sie stimmt jedoch fiir relle
Argumente mit der spéter definierten Exponentialfunktion iiberein. Es ist eine
leichte Ubung, aus der Eulerschen Formel die Additionstheoreme fiir Winkelfunk-
tionen herzuleiten.
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II Konvergenz und Stetigkeit

In diesem Abschnitt behandeln wir die grundlegenden Begriffe der Analysis,
namlich Grenzwerte von Folgen reeller Zahlen und darauf basierend die Stetigkeit
von Funktionen, die (Teilmengen) reelle(r) Zahlen auf reelle Zahlen abbilden.

II.1 Zahlenfolgen und Grenzwerte

Intuitiv ist eine Folge reeller Zahlen “etwas” der Gestalt
ag, A1y .y py ...

wobei die a; reelle Zahlen sind. Rein mathematisch kann man dies aber wie folgt
auf den Funktionsbegriff zuriickfiihren.

Definition I1.1.1 Fine Folge reeller Zahlen ist eine Funktion
ai{neNo‘HQSHENQ}HR

wobei ng € Ng. Wir schreiben iblicherweise a, fir a(n) und oft (an)ny<n oder
einfach nur (a,) fir die Folge a.

Wir betrachten nun einige Beispiele von Folgen reeller Zahlen.

Beispiel I1.1.2 Wir betrachten zuerst explizit definierte Folgen

(i) a, = c € R firn >0 (konstante Folge mit Wert c)

)

(i)

(iii) ¢, = coq™ (n > 0) fiir co,q € R (geometrische Folge)
v)

(iv) dp=(=1)" (n20)

Es gibt aber auch rekursiv definierte Folgen

(=

p= (-1 > 1)

(v) eo=1unde,;1=(Mn+1)- e,
(vi) fo=fi=1und foi2 = fo+ fur1 heifst Fibonacci Folge.

Definition I1.1.3 FEine Folge a = (a,)n,<n heifft nach unten/oben beschrinkt,
falls die Menge {a, | no < n} nach unten/oben beschrinkt ist. Fine Folge heifit
beschrankt, wenn sie nach unten und oben beschrdnkt ist.

Von den Folgen aus Beispiel 11.1.2 sind (i), (ii), (iv) beschrénkt, (v) und (vi)
unbeschréinkt und bei (iii) héngt es von der Wahl der Parameter ¢y und ¢ ab
(Ubung!).
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Definition I1.1.4 (Folgenkonvergenz)
FEine Folge a = (an)n,<n konvergiert gegen eine relle Zahl b, falls

Ve > 03IN > ngVn > Nla, —b| < ¢

gilt, d.h. fir jede (noch so kleine) reelle Zahl ¢ > 0 liegen “fast alle”, d.h. alle bis
auf endlich viele, Folgenglieder in der e-Umgebung U.(b) = {z € R | |x — b| < ¢}
von b. Wir nennen so ein b auch Grenzwert der Folge a.

Wir schreiben lim,, ., a,, = b, um auszudriicken, dafl b ein Grenzwert von a ist.
Folgen mit Grenzwert 0 nennt man oft auch Nullfolgen.

Satz 11.1.5
(1) Pine Folge hat hichstens einen Grenzwert.

(2) Eine konvergente Folge ist immer beschrdinkt.

Beweis: (1) : Angenommen b; und by seien Grenzwerte der Folge a. Fiir ¢ > 0
gibt es N1, Ny € Ny, sodafl

Vn > N; la, —b| < ¢
fiir i = 1,2. Fiir n = max(Nq, Ny) gilt dann, da8
‘bl — b2| < ‘bl — an] -+ |CLn — b2’ < 2¢

Also haben wir gezeigt, dafl Ve > 0 |b; — by| < &, woraus folgt, dafl by = by wie
behauptet.

(2) Sei a eine Folge mit Grenzwert b. Es gibt dann ein N € Ny mit Vn > N |a,, —
bl < 1, also Vn > N a, < b+ 1. Somit ist die Folge a nach oben beschréinkt durch
max(ag, . ..,an—1,b+ 1). Analog zeigt man, dafl a nach unten beschrénkt ist. [J

Aus der ersten Behauptung von diesem Satz folgt, dafl die Notation lim,, . a,
sinnvoll ist, da es ja hochstens ein b € R gibt mit lim,, .., a,, = b.

Als néchstes diskutieren wir die Konvergenz der meisten in Beispiel 11.1.2 be-
trachteten Folgen.

Beispiel 11.1.6

(1) Sei c € R und (an)nen, die Folge mit a,, = c fir alle n € Ny. Dann gilt
lim,, .o an, = ¢, da fiir e >0 man N = 0 wdhlen kann, denn fiir alle n >0
gilt |a, —c|=|c—¢c|=0<e.
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(2) Seib, = (—1)" % fiir n € N. Wir zeigen, daf$ lim,, ., b, = 0. Sei e > 0.
Wir missen einn. € N finden, sodaf fir alle n > n. gilt |b,| = |b, —0] < e.
Da |b,| < \/Lﬁ, geniigt es ein n. € N zu finden, sodaf \/Lﬁ < ¢ fur alle
n > n.. Bs ist aber \/Lﬁ < € dquivalent zu 8% < n. Somit reicht es fiir n.

eine Zahl natirliche Zahl n zu wdhlen mit 8% < n. Dies ist aber aufgrund
des archimedischen Prinzips maglich.

(3) Sei d, = (=1)". Wir zeigen, daff die Folge (d,) keinen Grenzwert hat.
Angenommen b sei ein Grenzwert von (d,). Dann gibt es ein ng € Ny,
sodaf fir alle n > ng gilt |d, —b| < 5. Also gilt fir alle n,m > ng, daff
|y, — di| < |dy =B+ |b—din| < 5+3 = 1. Aber fiir n = ng und m =ng+1
gilt 2 =|d,, — d,,,| < 1, was nicht maglich ist.

(4) Die in (v) und (vi) von Beispiel I1.1.2 betrachteten Folgen sind nicht be-
schrinkt und konvergieren somit nicht.

Definition I1.1.7 Fine Folge (a,) divergiert gegen den uneigentlichen Grenz-
wert oo bzw. —oo, wenn

VK > 0dng € NoVn > ng a, > K

bzw. wenn
VK < 0dng € NoVn > ng a,, < K

Wir schreiben lim,, . a,, = 00 bzw. lim,,_,, a,, = —00, wenn die Folge (a,,) gegen
00 bzw. —oo divergiert.

Beispiel I1.1.8 Die Folge d,, = (—1)" divergiert, d.h. konvergiert nicht, aber sie
divergiert auch nicht uneigentlich gegen oo oder —oo.

Die Folgen (e,,) und (f,) aus Beispiel I1.1.2 divergieren uneigentlich gegen oo, da
man durch Induktion nachweisen kann, daf$ e, > n bzw. f,11 > n.

Als néchstes beweisen wir einige niitzliche Rechenregeln fiir konvergente Folgen.

Satz 11.1.9 Seien (a,) und (b,) konvergente Folgen mit lim, ... a, = a und
lim,, .o b, = b, dann gilt
(1) lim, oo ap +b, =a+b
(2) limy, o anb, = ab
(3) wenn b # 0, dann lim,,_,
(4)

a

n —
bn

Salls]

4) lim,_ |a,| = |a]
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(5) wenn a > 0, dann lim,_. \/a, = /a.?
Beweis: (1) Sei e > 0. Es gibt ny,ns € N, soda$l

(1) ¥n > ny |a, —al < § und

(2) Vn > ng |b, —b| < 5

Setze ny = max(ny, n2). Es gilt dann fiir n > ng, daB

|an+bn—(a+b)|Slan—a|+|bn—b|<%+§:£

wie zZu zeigen war.
(2) Da konvergente Folgen beschrankt sind, gibt es ein K > 0 mit |b,| < K fur
alle n. Sei € > 0. Es gibt dann ny,ny € Ny, sodaf

(1) Vn > ny |a, —a| < 5 und
(2) ¥n>ny |by, —b[ - |a] < 5
Fiir n > max(nq, ny) gilt dann

|anb, — abl = |a,b, — ab, + ab, — ab| < |an n — aby| + |ab, — ab| =

= lay, — a|-|by| + |a|-|b, = b] < 5K + 5
wie zu zeigen war.
(3) Aus lim,, .. b, = b # 0 folgt die Existenz eines my € Ny, soda$ fiir alle
n > my gilt, daB |b, — b < 2. Weil |b] — |b,| < |b—b,| < &, gilt 0 < & < |p,] fiir
n > mg. Also ist §* deﬁniert fir n > mo Sei € > 0. Dann gibt es ein ng > my,

sodaf fiir alle n > no gilt |b, — b| < %=, Dann gilt fiir n > ng aber auch

1 1 b, — b 1 2
[ | | |b’2 — ¢
b bbbl o] [b]
wie zu zeigen war. Wegen der bereits bewiesenen Behauptung (2) des Satzes folgt
lim n — 2
n—oo p, — p-

(4) Folgt aus lim,,_, a, = a, da ||a, — |a||| < |a, — a] fir alle n gilt.
(5) Da a > 0 gibt es ein myg, sodafl a,, > 0 fiir alle n > mg. Sei € > 0. Dann gibt
es ein ng(> my), sodalB |a, — a| < ey/a fiir alle n > ny. Dann gilt fiir n > ng, daB

_ | Wan = Va)(Van + Va) lan —al  _ |an —a
lﬁ—ﬁl—’ Vi +/a SVaivas va of
wie zu zeigen war. O

Als Anwendung dieses Satzes zeigen wir, wie man mit seiner Hilfe Grenzwerte
komplizierterer Folgen berechnet.

9Die Schreibweise ai ist etwas unprézise, da nicht alle a,, > 0 sein miissen. Da aber der
Grenzwert von (a,,) vorraussetzungsgemif echt grofier 0 ist, mufl es ein mg geben, sodaf a,, > 0
fiir alle n > myg. Mit \/a,, meinen wir dann die Folge (\/an)mo<n.-
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Beispiel I1.1.10

1 1 1
lim 2~ fim 14— = lim 14+ lim ——=04+1=1
n—oo n n—0o0 n n—oo n—oo 1,
(ii)
. 6nt + 3n2 — 12 ] 6+———
lim = lim 12

Satz I1.1.11 (EinschlieBungskriterium) Seien (a,), (b,) und (c,) Folgen mit
ay, < ¢, < b, fir gentigend groffe n. Wenn lim,, . a,, = d = lim,,_. b,, dann gilt
auch lim,,_,~, ¢, = d.

Beweis: Sei € > 0. Es gibt dann ein N € Ny, soda$ fiir alle n > N |a, —d| < ¢
und |b, — d| < e. Es gilt dann fir n > N, da8

—e<a,—d<e und —e<b,—d<e

und somit, da a, < ¢, < b, auch, daf
—e<a,—d<¢,—d<b,—d<ce

d.h. |¢, — d| < e. Also gilt lim,,_,, ¢, = d. d
Beispiel 11.1.12 Eine Folge (a,) ist eine Nullfolge genau dann, wenn (|a,|) eine
Nullfolge ist.
Beweis: Wenn lim,, .« a, = 0, dann gilt wegen Satz 11.1.9 (4}) auchlim,, ., |a,| =
|0] = 0.

Wenn lim,,_. |a,| = 0, dann gilt auch lim,_ .., —|a,| = 0 und somit wegen des
Einschlieffungskriteriums auch lim, . a, = 0. O

Satz I1.1.13 Seien (a,) und (b,) konvergente Folgen mit a, < b,. Dann gilt
lim,, . a, <lim,_. b,.

Beweis: Wir schreiben a bzw. b fiir den Grenzwert von (a,) bzw. (b,). Um zu
zeigen, dafl a < b, argumentieren wir mit Widerspruch. Angenommen b < a. Dann
gibt es zu € := 252 > 0 ein N € Ny, sodaB fiir n > N gilt |a, — al, b, — b| < e.
Dann gilt fir n > N, dafl a — b+ b, — a,, > a — b = 4¢ und somit

de<|la—b+b,—ay| <la—ay,|+b—by <e+e=2¢
was unmoglich ist. O

Wir betrachten nun das Konvergenzverhalten der geometrischen Folge.
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Satz 11.1.14 Fiir q € R betrachten wir die geometrische Folge ¢, = q,,. Es gilt
(1) im0 ¢ = 0 wenn |q| < 1

2) lim,_ooc, =1 wenn g =1

(2) L
(3) lim, . ¢, = 00 wenn q > 1
(4)

4) fir ¢ < —1 konvergiert (¢,) nicht und divergiert auch nicht uneigentlich
gegen oo oder —oQ.

Beweis: (1) : Sei ¢ € R mit |¢| < 1. Wenn ¢ = 0, ist klarerweise der Grenzwert 0,
da 0" = 0 fiir n > 1. Nehamne wir also an, dafl |¢| > 1. Dann ist h := @ —-1>0.
Wegen der Bernoullischen Ungleichung gilt dann fiir alle n € Ny, dafl
1 1 1

<

0< n_ < —
< ldl (1+h)» = 14+nh ~ nh

und somit lim,, . [¢|* = 0, da ja lim,, % =0.

(2) : klar!

(3) : Sei ¢ € R mit ¢ > 1. Setze h = ¢ —1 > 0. Wegen der Bernoullischen
Ungleichung gilt ¢" = (1 + h)" > 1+ nh. Da lim, . 1 + nh = oo, gilt auch
lim,, . ¢" = oo.

(4) : Fiir ¢ = —1 ist die Folge ¢" beschriankt und konvergiert nicht. Fiir ¢ < —1
wird |g|™ beliebig groff, woraus folgt, dafi die Folge nicht konvergiert, und sie
divergiert weder gegen oo noch gegen —oo, da die Vorzeichen der Folgenglieder
alternieren. O

Als néchstes betrachten wir das Konvergenzverhalten monotoner Folgen.

Definition I1.1.15 Eine Folge (a,) heifft monoton fallend bzw. monoton wach-
send, wenn fir alle n gilt, daff a, < a,1 bzw. ap, > apiq.

Obwohl beschriankte Folgen nicht notwendigerweise konvergieren, ist dies der Fall
fiir beschréinkte monotone Folgen.

Satz I1.1.16 Eine monoton wachsende bzw. fallende beschrinkte Folge (ay)n,<n
konvergiert gegen sup,, <, an bzw. inf, <, ay.

Beweis: Wir betrachten den Fall einer monoton wachsenden beschrénkten Folge
(ay,). Der monoton fallende Fall ist anlog zu zeigen.

Aufgrund des Vollstandigkeitaxioms hat die beschrinkte nichtleere Menge M :=
{an | no < n} ein Supremum b. Sei € > 0. Da b die kleinste obere Schranke von
M ist, gibt es ein N mit b — ¢ < ay. Da (a,) monoton wachsend ist, gilt auch
firn > N, daB b — e < a, <b. Also gilt fir n > N, daB a,, €]b —¢,b+ €[. Somit
konvergiert (a,) gegen b wie behauptet. O

Dieser Satz ist unter anderem hilfreich, um die Exponentialfunktion a la L. Eu-
ler zu definieren.
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Satz I1.1.17

Fiir alle x € R konvergiert die Folge a, = (1 + £)" und ihr Grenzwert wird mit
exp(x) bezeichnet. Die so definierte Funktion auf R heifit Exponentialfunktion.
Alle Werte von exp sind > 0 und es gilt exp(—zx) = Wl(a:)'

Beweis: Offenbar gilt exp(0) = 1, da in diesem Fall alle a,, = 1.

Als néchstes zeigen wir, daf fiir beliebige x < 0 die Folge (a,,) beschrénkt ist und
fiir geniigend groBe n monoton wéchst. Sei ng so grofl gewéhlt, dal ng > |x| + 1.
Sei n > ng. Fiir solche n gilt offenbar 0 <1+ 2 <1, da ja —1 < ¥ < 0. Offenbar
ist dann (1 + %) < 1™ = 1. Wir zeigen nun, dafl “Z—:l > 1 und somit a, < a1
Es gilt ndmlich

1
wa (L) ey 2
an 1+ n

T ntl T
(1—m> 1+3)2
2 N

wobei wir die Schritte (1)-(3) folgendermafien begriinden.

—
—
~

—
~

1

x T T z(n+1)—zn
ad (1) : ot +E-(G-ah) S R x
S 14z I-‘r" (n+z)(n+1)

ad (2) : Dan+1 > |z, gilt | +1‘ < "1 und n+ @ > 1, woraus folgt, dafl

x

‘ < 1 und somit die Bernoullische Ungleichung anwendbar ist, die Be-

(n+z)(n+1)
hauptung (2) zur Folge hat.
ad (3) :

Also ist ab ng die Folge (a, ) monoton wachsend und beschriankt, also konvergent.
Da ab ng alle Folgenglieder > 0 sind und die Folge monoton wachsend ist, ist der
Grenzwert auch > 0.

Fiir x > 0 betrachten wir zuziiglich zur Folge a,, auch die Folge b,, (1 — x)n die
wegen obiger Betrachtung gegen elnen Grenzwert ¢ > 0 konvergiert, da —z < 0

Es gilt auBlerdem a,b, = (1 — %) . Firn > z gilt dann 1 > a,b, > 1 — %

wobei die zweite Ungleichung smh aus der Bernoullischen Ungleichung ergibt. Da
lim,, oo 1— zn—Q = 1 folgt mithilfe des Einschliefungskriteriums, daf lim,, ., a,b, =
1. Dann gilt lim,, o a,, = lim,, . “Zi’" = lim,, o0 apby, - lim,, oo % =1 % = % > 0.
Also nimmt exp nur echt positive Werte an. Dafl exp(—z) = @, ergibt sich

aus dem oben gezeigten lim,, ., a,b, = 1. O

Wir nennen e := exp(1) = lim,,_ (1 + %)n die Eulersche Zahl.
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Bemerkung Um die Zahl e zu berechnen, kénnen wir versuchen, den Beweis von
Satz 11.1.17 nutzbar zu machen. Wir betrachten die Folgen

1\" 1\"
an:(l—i——) bn:<1——>
n n

die gegen e bzw. % konvergieren. Da die Folge (b,,) fiir geniigend groe n monoton

wachsend ist (tatsdchlich ab 3 wie man aus dem Beweis von Satz I1.1.17 ersieht),

ist die Folge (i) fiir geniigend grofie n monoton fallend.

Wir zeigen nun, dafl die Folge a,, monoton wéchst. Fiir n > 1 gilt ndmlich

n+1
= () (D=0 (1)) -

1 1 1 n+l-—-n—1
1<+._ — = _F_jj 1_F D 1%_0
>].

Also ist die Folge (a,)neny monoton und durch e beschriankt (da sie gegen e kon-
vergiert). Also gilt fiir n > 3, dafl

1
Qp E;e E;B_
n

Somit befindet sich fiir n > 3 die Eulersche Zahl e im Intervall [an, i} . Folgende
Beispiele zeigen, dafl dieses Approximationsverfahren sehr langsam konvergiert:

o [a, H = [2.593742460100002, 2.86797199079244]

o [a000, | = [2.7169239322355208, 2.719642216442829)]
L b1000

° _&1ooooo,m] = [2.7182682371975284,2.718295419978943]

Ein viel schnelleres Verfahren ergibt sich aus der Reihendarstellung exp(x) =

Dm0 oy
n=0 n!"*

Als néchstes charakterisieren wir die Konvergenz einer Folge ohne Bezugnahme
auf ihren Grenzwert.

Satz 11.1.18 FEine Folge (a,,) in R konvergiert genau dann, wenn sie eine Cauchy-
folge ust, d.h.
Ve > 03N € NoVn,m > N |a, — an| < ¢

Beweis: Angenommen lim,, .. a, = b. Sei ¢ > 0. Dann gibt es ein N € Ny, sodaf
fir alle n > N gilt |a, —b| < 5. Sei n,m > N. Dann gilt

€

7~ °

\an—am\:]an—b—i—b—aml§|an—b|+\am—bl<§+
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Also ist (a,) eine Cauchyfolge.

Fiir die Riickrichtung nehmen wir an, (a,) sei einen Cauchyfolge. Dann ist die
Menge {a, | n € Ny} beschrinkt (warum?). Fiir n € Ny ist dann die Men-
ge {a,, | n < m} auch nichtleer und beschrinkt und hat somit aufgrund des
Vollstiandigkeitsaxioms ein Supremum b,,. Offenbar ist die Folge (b,) beschréinkt
und monoton fallend und besitzt somit einen Grenzwert ¢. Wir zeigen nun, dafl
lim,, .o a, = ¢. Sei € > 0. Da lim,, .o b, = ¢ gibt es in N; € Ny mit |b, — ¢| <
fir alle n > Nj. Da (a,) Cauchy ist, gibt es ein Ny € Ny, sodaB |a, — a,,| <
fiir alle n,m > N,. Also ist auch |a, — b,| < § (warum?) fiir n > N,. Fii
n > N := max(Ny, N) gilt nun

M DM

=

3

9~ ¢

€
la, — ¢| < lan —bp| + b, — ] < 5—1—
wie zu zeigen war. 0

Bemerkung
Wegen des archimedischen Prinzips ist offenbar (a,,) genau dann eine Cauchyfolge,
wenn gilt

1
Vk > 03N € NoVn,m > N |a, — an| < %

Somit kann man Cauchyfolgen in Q formulieren, ohne auf R bezug zu nehmen.
Dies erlaubt es einem das Kontinuum R wie folgt zu konstruieren: eine reelle Zahl

ist eine Cauchyfolge in Q, wobei solche Folgen (r,) und (g,) als gleich angesehen
werden, wenn

1
VkENEInENDszn]rm—qm|<E

Das Cauchysche Konvergenzkriterium erweist sich als niitzlich bei folgenden Kon-
vergenzbetrachtungen.

Beispiel 11.1.19
(1) Die Folge a, = Y _;_, 1 ist keine Cauchyfolge und konvergiert deshalb nicht.*°

(2) Die Folge b, = Y,_,(—1)*+ ist eine Cauchyfolge und konvergiert deshalb.'!

Beweis: (1) Fir n > 1 gilt

2n
1 1 1
_ - Z>n. = Z
@l = 3 p2nego =3
k=n-+1

woraus folgt, dafl (a,) keine Cauchyfolge ist und somit (gegen oo) divergiert.

0Djese Folge wird “harmonische Reihe” genannt und geschrieben als 270;1 %

"Djese Folge wird “alternierende harmonische Reihe” genannt und geschrieben als

D CEILE S
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. . . . 1 .
(2) Wir zeigen zuerst, daf fiir m > n gilt |b,, — b,| < ;5. Offenbar gilt

1 1 1 1 1

n+1_n+2 n+3_ m—1 m

Wenn nun m — n ungerade ist, dann gilt

1 1 1 1 1 1
b — b = —— — - —m (=) 2
n+1 n+2 n+3 m—1 m n+1

da die in Klammern stehenden Ausdriicke alle > 0 sind. Ahnlich zeigt man die
Abschétzung, wenn m — n gerade ist.

Nun konnen wir zeigen, dafi (b,) eine Cauchyfolge ist. Sei € > 0. Dann existiert
ein N € Ny mit —— < 5. Es gilt dann fir n,m > N

N+1
an — ] < | [+ [EER T S
n — Um| > |Up — an — Qm = - =&
n — 4 n = AN T AN N+1 N+1 272
wie zu beweisen war. O

Eine weitere Anwendung von Satz I11.1.16 ist die Uberabzihlbarkeit von R.
Satz I1.1.20 Es gibt keine Folge (f,) mit R = {f, | n € Ng}.

Beweis: Angenommen (f,) sei eine Folge reeller Zahlen, die alle reellen Zahlen
aufzahlt. Wir konstruieren eine Folge von Intervallen I,, = [a,,, b,], sodaf fiir alle
n € Ny gilt

(2) In+1 g In
B3) {fu |k <n}n L, =0.

Als Iy wahle ein Intervall der Lange 1 mit fy € I,. Angenommen wir haben
Iy, I, ..., I, so konstruiert, dafl sie die Bedingungen erfiillen. Wir unterteilen
nun [, in drei gleich lange Intervalle, die sich nur an den Randpunkten beriihren.
Da f,,+1 nur in zwei dieser Intervalle liegen kann, wéhlen wir als I,,1; eines der
drei Intervalle, in dem f, 1 nicht liegt.

Die Folgen (a,) ist beschrankt und monoton wachsend und die Folge (b,,) ist
beschréankt und monoton fallend. Also haben die Folgen (a,) und (b,) aufgrund
von Satz I1.1.16 Grenzwerte ¢ bzw. d. Fiir alle n gilt a, < ¢ < d < b, und somit
|d — c| < |by — an] = 3. Also ist ¢ = d und es gilt ¢ € (), oy, In- Da ¢ € I,, und
fn € I, gilt ¢ # f,. Also ist ¢ eine relle Zahl, die von allen f,, verschieden ist. [J
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II.2 Relle Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir Funktionen nach R, die auf einer Teilmenge
von R definiert sind. Wir betrachten zuerst einige Beispiele.

Beispiel 11.2.1

(1) Fir Parameter a,b,c € R betrachten wir die “quadratische” Funktion f :
R — R : a2+ azx?® +bx + c. Im Falle a = 0 sprechen wir von einer affinen
Funktion und, wenn tberdies b = 0, dann ist die Funktion f konstant mait
Wert c.

2) exp,sin,cos : R — R

(2)
3) frR—=R:z+— |z

(4) f:R\{0} = R:z— % hat einen von R verschiedenen Definitionsbereich
(5)

5) f:]0,00[ = R: 2z — /z hat ebenfalls einen von R verschiedenen Definiti-
onsbereich.

Man kann auf reellwertigen Funktionen die {iblichen arithmetischen Operationen
punktweise ausfiithren.

Definition 11.2.2 Seien f,g: D — R. Dann kann man durch punktweise Addi-
tion die Funktion

f+9:D—>R:z— f(z)+g(x)
und durch punktweise Multiplikation die Funktion
fg:D—=R:xw— f(x)g(z)
definieren. Wenn auflerdem g(x) # 0 fir alle x € D, kann man auch die Funktion

! f(x)
g

D —-R:x— —=
g(z)

vermittels punktweiser Division definieren.
Beispiel 11.2.3

(1) Seien f,g:R — R gegeben durch f(z) = z* — 2 und g(x) = cos(wz), dann
15t

(%f + 4g> () = %xQ — 1+ 4 cos(mz)

32



(2) Sei D = [0,00[ und seien f,g : D — R gegeben durch f(x) = \/xr und
g(z) = 2% — 1. Dann kann man die Funktion g :D\{l} = R:2+— 5
definieren, wobei man allerdings den urspringlichen Definitionsbereich D

auf diejenigen FElemente einschranken muf, die nicht Nullstellen von g sind.

(3) Die Tangensfunktion tan(x) = 322 st definiert auf R\ {3 + kr | k € Z}
und die Cotangensfunktion cot(x) = <=2 ist definiert auf R\ {kw | k € Z}.

Als néchstes definieren wir einige wichtige Eigenschaften reeller Funktionen.

Definition 11.2.4 Fine Funktion f : D — R mit D C R heif$t monoton wach-
send bzw. monoton fallend, wenn Vr,y € D(z < y = f(z) < f(y)) bzw.
Ve,y € D(x < y = f(x) > f(y)) und sie heifit streng monoton wachsend
bzw. streng monoton fallend, wenn Vr,y € D(z < y = f(z) < f(y)) bzw.
Vo,y € D(x <y = f(z) > f(y))

Wenn auflerdem —x € D fir alle x € D, dann heifit f gerade bzw. ungerade,
wenn fir alle x € D gilt f(—x) = f(x) bzw. f(—z) = —f(z).

Die Sinusfunktion ist also ungerade, wohingegen die Cosinusfunktion gerade ist.

Definition 11.2.5 Sei f: D — R und Dy C D dann sei die Einschrankung von
f auf Dy definiert als
fipe : Do = R:z— f(x)

Beispiel 11.2.6

(i) Wir analysieren, fiir welche Werte a,b,c € R die quadratische Funktion
f R—=R:z—ar?+br+c

gerade bzw. ungerade ist. Offenbar ist f genau dann gerade, wenn b = 0,
und f ist genau dann ungerade, wenn ax®+c = 0 fiir allex € R, d..h. wenn
a=c=0.

Nehmen wir an, es set a > 0. Da dann

2
f(x)za(ﬂﬁ—k%) —£+c

kann f nicht monoton sein, jedoch ist f auf dem [ntervall] —00, —% [ streng
monoton fallend und auf dem Intervall } —%, oo[ streng monoton wachsend.
Also nimmt f an der Stelle —% den kleinsten Wert an.

(ii) Die Funktion sin ist ungerade und im Intervall ]—%,g[ streng momnoton
wachsend.

Die Funktion cos hingegen ist gerade, im Intervall |0, 7| streng monoton
fallend und im Intervall | — m,0[ streng monoton wachsend.
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Ein sehr wichtige Klasse von Funktionen auf R sind die sogenannten Polynome.

Definition I1.2.7 FEine Funktion

f:R%R:mHZakxk

k=0

mit ar € R heifft Polynom n-ten Grades, sofern a, # 0. Die a; heiffen Koeffi-
zienten des Polynoms. Die Funktion f(x) = 0 heifft Nullpolynom wund ihm wird
der Grad —1 zugeschrieben.

Die Berechnung von f(z) = >} ,az" erfordert n Additionen und 2n — 1
Multiplikationen. Es erhebt sich die Frage, ob man mit weniger Rechenopera-
tionen auskommt. Betrachten wir vorerst als Motivation das Polynom f(z) =
32% — 7Tx? + 2 — 1, zu dessen (naiver) Berechnung man 3 Additionen und 5 Mul-
tiplikationen braucht. Allerdings kann man dieses Polynom folgendermaflen um-
schreiben

30° = Ta*+2—1=03B"-Te+ 1)z —1=(Bz— TNz + 1)z -1

und wir beobachten, dafl man die rechte Seite mit 3 Additionen und 3 Multipli-
kationen — also kostengiinstiger — berechnen kann.
Diese Idee wird in folgendem Satz verallgemeinert.

Satz 11.2.8 Sei f(z) =Y, _, apz® mit a, # 0 und zo € R. Wir definieren

Cn = Qy, und
Ci = Ciy1°To + a4 firi=n—1,...,0.

Dann gilt fir x € R
f(z) = (z — ) - ch-xifl + o
i=1

und insbesondere f(xg) = co.

Beweis: Wir rechnen wie folgt

(=) - Do cin’ ™ oo =300t —wo - 3L '+ o =
=y art =Y w4 g =
="t — Z;‘:ol ToCip1 2t + o =
= " + Z?:_f (¢; — $00i+1)$i — ZpC1 + Co =
= a,z" + 2?2—11 a;xt + ag =

= ot
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unter Verwendung der rekursiven Definition der c¢;. 0

Man beachte, dal man zur Berechnung von ¢y = f(xo) nur n Additionen und n
Multiplikationen benétigt. Den rekursiven Algorithmus zur Berechnung von f ()
nennt man Hornerschema, das man folgendermaflen veranschaulichen kann

ap QAap—1 ... aj+1 a; c. ay ag
0 ToCh ... Xo'Ciyr2 ToCiy1 ... TpCy TpC1
Chn Cp—1 R Cit+1 C; . C1 Co

wobei sich die dritte Zeile als Summe der ersten und zweiten Zeile ergibt.

Beispiel 11.2.9 Die Auswertung des Polynoms f(x) = 323 — Tz* +x — 1 an der
Stelle xo = 2 vermittels des Hornerschemas sieht dann wie folgt aus

3 -7 1 ~1
0 23 2(=1) 2:(=1)
3 -1 -1 -3

d.h. f(2) = —3.

Wenn z; eine Nullstelle des Polynoms f(x) ist, d.h. ¢y = f(zo) = 0, dann folgt

aus Satz [1.2.8, daf3
Z a;z" = (v — x0) - Z et
i=0 i=1

Natiirlich kann man diesen Zerlegungsprozef3 auch iterieren wie in folgendem

Beispiel 11.2.10 Wir betrachten das Polynom f(z) = x3 — 3x + 2. Offenbar ist
f(1) = 0. Mit dem Hornerschema erhalten wir

1 0 =3 2
01 1 =2
11 -2 0

und somit (x — 1)(x* + x — 2). Das Polynom g(x) = x> +x — 2 hat wiederum die
Nullstelle 1. Mit dem Hornerschema erhalten wir

1 1 -2
01 2
1 2 0

und somit g(x) = (x — 1)(x + 2). Also haben wir insgesamt
? =3 +2=(z—-1)>%*z+2)

Somit hat das Polynom f die Nullstellen 1 und —2, wobei aber die erste in ge-
wissem Sinne doppelt vorkommdt.
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Eine weitere Konsequenz von Satz 11.2.8 ist folgender
Satz 11.2.11 Ein Polynom vom Grad n > 0 hat héchstens n Nullstellen.

Beweis: Ein Polynom vom Grad 0 hat keine Nullstellen.

Angenommen f sei ein Polynom vom Grad n + 1. Wenn f keine Nullstelle in R
hat, dann ist die Behauptung klar. Wenn f(xy) = 0, dann gibt es nach Satz 11.2.8
ein Polynom ¢ vom Grad n mit f(z) = (z—x¢)g(z). Eine Nullstelle von f ist also
eine Nullstelle von g oder gleich zy. Da g nach Induktionshypotheses hochstens
n Nullstellen hat, hat somit f hochstens n + 1 Nullstellen. 0

Daraus ergibt sich folgende Eindeutigkeitsaussage.

Satz 11.2.12 (Koeffizientenvergleich)

Seien f(z) = > 0_yaxx® und g(x) = Y 1" bpa® Polynome, sodaf f(z) = g(x)
fiir unendlich viele x € R gilt. Dann ist n = m und ay, = by fir k=0,...,n.
Insbesondere sind also Polynome genau dann gleich, wenn sie dieselben Koeffizi-
enten haben.'?

Beweis: Das Polynom f — g hat unendlich viele Nullstellen. Also ist das Polynom
f — g aufgrund von Satz 11.2.11 vom Grad < —1, woraus folgt, dafl a, = b, fiir
alle in Frage kommenden k. U

Fiir Polynome vom Grad > 0 gilt deshalb folgende Kiirzungsregel: wenn pq; =
pq2, dann ¢; = ¢o. (Wenn namlich pg; und pgo gleich sind, dann stimmen ¢; und
2 fiir unendlich viele Argumente {iberein.)

Lemma 11.2.13 Se:i f ein Polynom mit Grad > 1 und xy eine Nullstelle von f.
Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl k € N, die sogenannte Vielfachheit
der Nullstelle z, sodafl f(z) = (x — x¢)*g(z) fiir ein Polynom g mit g(zy) # 0.

Beweis: Durch iterierte Anwendung von Satz 11.2.8 weist man die Existenz ei-
nes solchen k nach. Die Eindeutigkeit sieht man wie folgt. Angenommen (x —
z0)*g(x) = f(x) = (v — x0)*h(z) gilt fiir alle z € R und g(xo) und h(z,) sind
beide von 0 verschieden. O.B.d.A. sei k < ¢. Dann gilt g(z) = (z —x0)* *h(z) fiir
alle von xy verschiedenen z € R. Aufgrund der Kiirzungsregel gilt dann ¢(z) =
(x—x0)**h(x) fiir alle x € R. Also gilt insbesondere g(xq) = (zo—z0)* *h(z0). Da
aber sowohl g(z¢) als auch h(xg) von 0 verschieden sind, folgt 1 = (2o — x0)* % =
0% und somit k = /. O

2Dies gilt nicht Polynome iiber endlichen Kérpern wie z.B. Z,, wobei p eine Primzahl ist.
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Satz 11.2.14 Sei f ein Polynom n-ten Grades und x1, ...,z die paarweise ver-
schiedenen Nullstellen von f. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom g
ohne Nullstellen in R mat

fla) = (z =) .. (z — a)*g(2)
wobei U; die Vielfachheit der Nullstelle x; von f ist. Auflerdem gilt {1+ ... 0, < n.

Beweis: Die Existenz eines solchen Polynoms ¢ ergibt sich aus der iterierten
Anwendung von Lemma I1.2.13. Die Eindeutigkeit von ¢ folgt vermittels der

Kiirzungsregel.
Das Polynom ¢ hat Grad > 0 und somit ist der Grad n von f grofler gleich
b+ 4 Uy OJ

Man kann Polynome nicht nur iiber dem Kérper R sondern auch iiber beliebigen
Korpern betrachten. Sofern der Korper unendlich ist, gelten alle der oben for-
mulierten Aussagen iiber Faktorisierung von Polynomen. Im Falle des Korpers C
gilt sogar noch mehr, ndmlich

Satz 11.2.15 (Fundamentalsatz der Algebra)

Jedes Polynom vom Grad > 1 mit Koeffizienten in C hat in C mindestens eine
Nulistelle. Somit lift sich ein Polynom f(x) = >_,_, axz® mit a; € C und a, = 1
faktorisieren als f(x) = (x — x1)...(x — x,) wobei x1,...,x, eine Liste der
Nullstellen von f mat Vielfachheiten ist, die bis auf Umordnung eindeutig ist.

Der Fundamentalsatz der Algebra wurde urspriinglich von C. F. Gaul Anfang
des 19. Jahrhunderts bewiesen. Inzwischen gibt es einige verschiedene Beweise
des Fundamentalsatzes der Algebra, die aber alle den Rahmen der gegenwértigen
Vorlesung iibersteigen. Stattdessen illustrieren wir die Aussage anhand folgenden
Beispiels

Beispiel I1.2.16 Das Polynom °+3x*+ 223422 -8 = (z—1)(z+2)*(2*+2) =

(2 — 1) (x + 2)*(x +iV2)(z — iV?2).

Wir behandeln nun die Frage, wie wir fiir Vorgaben f(z;) = y; fir i = 0,...,n,
wobei die x; als paarweise verschieden angenommen sind, ein interpolierendes
Polynom f n-ten Grades finden konnen, das alle diese Vorgaben erfiillt. Fiir
diesen Zweck erweist sich folgender Ansatz als niitzlich

fl@)=ap+a1(x —z) + as(x —zo)(x —21) + ... (T — o) ... (T — 1)

Fiir x = z( erhalten wir oy = yo. Angenommen, wir haben bereits ag, ..., a1
ermittelt, dann kann man a4 aus der Bedingung f(zx) = yx ermitteln, indem
man nach oy auflost.
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Man sieht iiberdies leicht, dafl es nur ein solches Polynom n-ten Grades geben
kann. Angenommen p und ¢ seinen Polynome n-ten Grades, die beide die Vorga-
ben erfiillen. Dann sind xg, x1,...,x, Nullstellen des Polynoms p — ¢q. Da p — ¢
ein Polynom vom Grad < n ist, mufl wegen Satz I1.2.11 sein Grad gleich —1 sein,
da es n + 1 Nullstellen hat. Also haben p und ¢ dieselben Koeffizienten.

Beispiel 11.2.17 Im Fualle n = 1 lduft das Verfahren darauf hinaus, eine Gerade
durch 2 vorgegebene Punkte zu legen.

Lllustrieren wir nun das Verfahren fir n = 2. Wir suchen nach einem Polynom
2-ten Grades f(x) = ax® + bx + ¢, sodaf

Wir machen den Ansatz f(z) = g + aq(x + 1) + ag(x + 1)(z — 1).
Aus f(—1) =1 erhalten wir ag = 1.

Aus f(1) = —1 erhalten wir 1 +2a; = —1 und somit a; =
Aus f(2) = 0 erhalten wir 1 — 3 + 3as = 0 und somit oy =

Also ist f(x) =1—(z+ 1)+ 2(2® —1) = 22® —2z — 2.

1.

wivo |

Schlulendlich kann man auch Funktionen betrachten, die als Quotienten von
Polynomen definiert sind.

Definition 11.2.18 FEine Funktion f : D — R heifit rational, wenn es Polynome
p und q gibt, sodafl der Grad vonq >0, D = {x € R| q(z) # 0}} und f(x) = %
firx € D. Wenn der Grad von q > 1 ist, heif$t die Funktion § gebrochen rational.

Offenbar sind rationale Funktionen £, fiir die der Grad von ¢ gleich 0 ist, einfach
Polynome. Beispiele fiir echt gebrochen rationale Funktionen sind etwa folgende.

Beispiel 11.2.19
i) f(z) =L mit Definitionsbereich R \ {0}.
i) Gegeben seien die Polynome
px)=2* -2 —2+1=(r—1)*(z+1)

und
gz)=2>-3x+2=(z—1)(z—2)

dann ist £ auf R\ {1,2} definiert und es gilt

plx) (z—12%x+1) (z—1(x+1) 2*>-1

gz)  (2-1)(z-2) (@-2) a2

woraus man ersieht, daf g auf R\ {2} fortgesetzt werden kann.
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Definition 11.2.20 Fiir Polynome p und q mit ¢ # 0 heifit x € R k-facher Pol
von §7 wenn p(x) # 0 und x k-fache Nullstelle von q ist.

Beispiel 11.2.21

i) Die Funktion % hat den 1-fachen Pol 0.

Die Funktion —353?3 —2+l hat den 1-fachen Pol 2 und 1 ist kein Pol dieser
r®—3x+2
Funktion.

iii) Die Funktwn s hat den 2-fachen Pol 2.

I1.3 Funktionsgrenzwerte und Stetigkeit

In Beispiel 11.2.19 ii) haben eine auf R\ {1,2} definierte gebrochen rationale
Funktion kennengelernt, die sich auf “natiirliche” Art und Weise auf R\ {2}
fortsetzen 148t. Ein anderes Beispiel ist die Funktion

f:R\{O}HR:mesin(i)
die sich durch die Setzung f(0) = 0 auf ganz R fortsetzen 1afit. In beiden Fillen
ist die Fortsetzung in dem Sinne “natiirlich”, daf} sie “stetig” ist und dann auch
eindeutig als solche.
Um den Begriff der Stetigkeit definieren zu kénnen, bedarf es allerdings einiger
Vorbereitung.

Definition I1.3.1 Se: D C R. Fin Haufungspunkt von D ist ein y € R, sodaf
lim, oo, = y fir eine Folge (x,), deren Glieder alle in D \ {y} liegen. Wir
bezeichnen die Menge der Hdaufungspunkte von D mit H(D).

Beispiel 11.3.2

1) Sei D =]a,b] mit a,b € R und a < b. Dann ist H(D) = [a, b].
3) HR\ {zy,...,z}) =
H (]0, 1{u{-1}) = [0,1]

Anhand von Beispiel 11.3.2 (4) sieht man, dafl nicht jeder Punkt einer Menge D
auch in H(D) liegen muf. Die Punkte in D \ H(D) nennt man isolierte Punkte
von D.

(1)
(2) HQ) =R, aber HNy) =0
(3)
(4)
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Definition I1.3.3 (Funktionsgrenzwert)

Set D CR und f: D — R. Die Funktion [ besitzt an der Stelle a € H(D) den
Grenzwert b, wofir wir schreiben lim, ., f(x) = b, wenn fir alle Folgen (z,) in
D\ {a} mit lim,, ... z, = a gilt, daff lim,,_., f(z,) = b.1?

Man sieht leicht, daf es fiir a € H(D) hochstens ein b gibt mit lim, ., f(z) = b,
da der Grenzwert einer Folge eindeutig ist. Man beachte, daf§ fiir a ¢ H(D) der
Ausdruck lim, ., f(z) keinen Sinn macht, da es keine Folge in D \ {a} gibt, die
gegen a konvergiert.

Beispiel 11.3.4
i) Seip(z) = (x —1)*(z + 1) und q(x) = (x — 1)(z — 2) und

p()
RA{1,2} = R:2z+— —=
FiR\{12) e
Offenbar ist H(R\ {1,2}) = R.
Aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen folgt leicht, daf$ fir a € R\ {1,2}
gilt lim,_, f(x) = f(a).
Fiir jede Folge (x,,) in R\ {1,2} mit lim,, o x, = 1 gilt

lim (20 — 1)*(wn + 1) — lim (zn — 1)z, + 1) _ limn—iw(wn — D)(zn +1) _ % _
n—oo (x, —1)(x, —2) n—oo Ty — 2 lim,, oz, — 2 -1

0
und somit lim,_,; f(z) = 0.
Wir betrachten die Folgen

1 ]
9on+1 Yn =2+ on+1

Tp =2 —

in R\ {1,2} die beide den Grenzwert 2 haben. Es gilt einerseits

lim f(z,) = Gn= D@t

n—00 Ty — 2

und andererseits

1)y, + 1
lim f(y,) = Y Jgn 1) = +00
n—0o Yn — 2
also gibt es kein b € R mit lim,_.5 f(x) = b und tberdies gilt weder lim, o f(z) =
oo noch lim, o f(z) = —oc.

it) Fir g : R\ {0} — R : 2z — a-sin(2) gilt lim,_og(z) = 0, da fir jede
Folge (z,,) in R\ {0} mit Grenzwert 0 gilt, daff —|z,| < f(z,) < |z,| und somit
lim, .o f(x,) =0, dalim, .o —|z,] =0 =lim, .

13Dieser Begriff macht auch Sinn fiir co bzw. —oo statt b.
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iti) Betrachten wir hingegen die Funktion h : R\ {0} — R : 2 ~ sin(2).
Betrachten wir weiters die Folgen
1 1
=T o und Yo = g
3+ 2nm 5+ 2nm
in R\ {0}, die beide den Grenzwert 0 haben. Es gilt lim, . f(z,) = 1 und
lim,, . f(yn) = —1, woraus folgt, daf$ lim,_ .o f(x) nicht existiert.

Ty

iv) Fir die Signumsfunktion sgn : R — R (siehe Bsp. 1.4.3 iii)) existiert lim, o sgn(x,,)
nicht, da lim, ... sgn(=) = 1 wohingegen lim,, . sgn(—+) = —1

Satz I1.3.5 (Rechenregeln fiir Funktionsgrenzwerte)

Set D C R und f,g : D — R. Wenn a € H(D) mit lim,_, f(x) = b und

lim, ., g(z) = ¢, dann gilt
(1) limg—a(f +g)(z) =b+c
(2) Ty _a(f-9)() = be
(3) limx—m(%)(x) =L, sofern c # 0.

Beweis: Folgt unmittelbar aus den entsprechenden Rechenregeln fiir konvergente
Folgen (siehe Satz I1.1.9). O

Bemerkung
Im allgemeinen gilt nicht, dafl H(D) C H(D(g)) (betrachte f,g : R — R mit

f(z) =1 und g(x) =0, dann ist D(g) = () und somit auch H(D(g)) =0 #R).
Wenn aber f und g Polynome sind mit g vom Grad > 1, dann gilt H (D(%)),
denn H(R\ {z1,...,2,}) = R (wobei x1,...,z, die Nullstellen von g sind).

Als unmittelbare Konsequenz von Satz I1.1.11 erhalten wir folgendes Einschlie-
Bungskriterium fiir Funktionsgrenzwerte.

Satz 11.3.6 Seien f,g,h : D — R mit D C R. Sei a € H(D) und € > 0 mit
f(z) < h(z) < g(z) fir alle x €la —e,a + €] \{a}. Wenn lim,_, f(z) = b =
lim, ., g(z), dann gilt auch lim,_, h(z) = b.

Wir betrachten nun links- bzw. rechtsseitige Funktionsgrenzwerte.

Definition I1.3.7 Sei f : D — R mit D C R und a € H (DnNla, o) bzw.
a € H(DN]—o0,al). Die Funktion f besizt an der Stelle a den rechts- bzw. links-
seitigen Grenzwert b, wenn

JiDAJaso0] bzw.  fiDA|—co,

an der Stelle a den Grenzwert b hat, wofir wir

lim f(z) =10 bzw. lim f(z) =10

z—at T—a~

schreiben.
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Beispiel I1.3.8
i) Es gilt lim, .+ sgn(z) = 1, aber lim, .o- sgn(z) = —1.
i) Es gilt lim, o+ % = 00, aber lim,_,o- % = —00.

Definition 11.3.9 Se: f : D — R mit D C R und es existiere in D eine Folge

() mit lim,, o x, = 00 bzw. lim,,_o, ¥, = —oo. Dann besitzt f fir x gegen oo
bzw. —oo den Grenzwert b, wenn fir alle Folgen (x,) mit lim, . x, = 00 bzuw.
limy, o0 T, = —00 gilt lim,,_, f(2,) = b, wofir wir

lim f(z) =10 bzw. lim f(x)="5
schreiben.

Beispiel 11.3.10
i) Es gilt lim,_ % =0 und auch lim,_,_ % =0.
it) Die Grenzwerte lim,_,, cosz und lim,_,_, cosz ezistieren beide nicht.

Nun fithren wir den Begriff der Stetigkeit ein.

Definition I1.3.11 (Stetigkeit)

Sei f: D — R mit D CR. Die Funktion f heifit stetigim Punkt a € D, wenn fiir
alle Folgen (x,) mit lim,,_. ©,, = a gilt, daff lim,, . f(x,) = f(a). Die Funktion
f heifst stetig, wenn f in allen a € D stetig ist.

Bemerkung
(1) Fira € DN H(D) gilt

f stetig in @ genau dann, wenn lim f(z) = f(a)

(2) Fira € D\ H(D) ist f trivialerweise in a stetig.

(3) fist genau dann in a € D unstetig, d.h. nicht stetig in a, wenn es eine Folge
() in D gibt, sodaf lim,, .o, z, = a aber f(a) nicht Grenzwert der Folge

(f(xy)) ist.

Beispiel 11.3.12
i) f:]0,1]U{2} = R: x> 1 ist stetig.
it) Die Signumsfunktion sgn : R — R ist in jedem Punkt aufler 0 stetig.

Satz I1.3.13 Seien die Funktionen f,g: D — R mit D C R stetig auf D. Dann
sind f + g und f-g auch auf D stetig. Auflerdem ist die Funktion % auf threm
Definitionsbereich D\ {x € D | g(x) # 0} auch stetig.

Beweis: folgt unmittelbar aus Satz I1.1.9. U
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Beispiel 11.3.14 Die Funktion id : R — R : x — x ist offensichtlich stetig.
Somit ist aufgrund des vorigen Satzes auch die Funktion % auf ihrem Definitions-
bereich R\ {0} stetig.

Satz 11.3.15 Seien f: D — R und g : E — R Funktionen mit D, E C R und
B(f)={f(z) |z € D} CE. Wenn f ina und g in f(a) stetig ist, dann ist go f
in a stetig. Somat ist g o f stetig, wenn f und g stetig sind.

Beweis: Sei (x,) eine Folge in D mit lim,, . 2, = a. Weil f in a stetig ist,
gilt lim,, oo f(z,) = f(a). Da g in f(a) stetig ist, gilt auch lim,, .. g(f(z,)) =
g(f(a)), wie zu zeigen war. O

Satz 11.3.16
Polynome sind stetig auf R.

Rationale Funktionen % sind stetig auf {x € R | q(z) # 0}.

(1)
(2)
(3) Die (Quadrat-) Wurzelfunktion ist auf [0, co[ stetig.
(4) Die Betragsfunktion x — |x| ist auf R stetig.

(5)

Die Funktionen sin und cos sind stetig auf R. Somit sind auch tan und cot
auf ihrem Definitionsbereich stetig.

(6) Die Exponentialfunktion exp ist auf R stetig.

Beweis: Die ersten beiden Behauptungen folgen aus Satz 11.3.13.

Mithilfe von Satz I1.1.9 (5) zeigt man leicht, dafl die Wurzelfunktion in Argumen-
ten a > 0 stetig ist. Die Stetigkeit an der Stelle 0 sieht man folgendermaflen. Sei
(x,,) ein Folge in [0, co[ mit Grenzwert 0. Sei € > 0. Es gibt dann ein N. € Ny,
sodaf fiir n > N, gilt z,, < 2 und somit /z, < €.

Behauptung (4) rechnet man leicht direkt nach. Sie folgt aber auch aus (1) und
(3) mit Satz 11.3.15, da |z| = vz2.

Fiir (5) beweisen wir zuerst, dafl sin stetig ist. Aus geometrischen Griinden gilt
(warum?) fiir x € |7, %[, daB [sin(x)| < [z[. Somit gilt fiir Nullfolgen (z,)
aufgrund des EinschlieBungskriteriums, dafl lim,, ., sin(x,) = 0. Also ist sin an
der Stelle 0 stetig. Wegen cos(z) = v/1 — sin® z fiir z € =%, %1, gilt auch, daB cos
an der Stelle 0 stetig ist. Angenommen lim,, .., x,, = a. Wegen des entsprechenden

Additionstheorems gilt, dafl

sin(z,) = sin(z, — a + a) = sin(z, — a) cos(a) + cos(z,, — a) sin(a)

und somit ist lim,, . sin(z,) = sin(a), da lim,_, sin(z, — a) = sin(0) = 0 und
lim,, o cos(z,, —a) = cos(0) = 1 (weil lim,, o, , —a = 0 und sin und cos an der
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Stelle 0 bereits als stetig nachgewiesen wurden). Da cos(x) = sin(3 + x) ist auch
cos stetig aufgrund von Satz I1.3.15.
Behauptung (6) werden wir spéter beweisen. O

Definition 11.3.17 Sei D C R und f : D — R stetig. Die Funktion f heifst
stetig fortsetzbar auf eine Menge E mit D C E C R, wenn eine stetige Funktion
g: E — R existiert mit f = gp.

Wenn a € H(D) \ D, dann ist f genau dann auf D U {a} stetig fortsetzbar,
wenn lim, ., f(x) existiert. Die Fortsetzung f ist dann eindeutig mit f(a) =

lim, ., f(2).

Beispiel 11.3.18
i) Gegeben seien die Polynome p(z) = 22 —2x = (z —2)x und q(x) = 3(2° —42* +
ba® —21%) = 32*(v — 1)*(v —2). Die Funktion f = ist definiert auf R\ {0,1,2},

aber stetig fortsetzbar auf R\ {0, 1} vermittels f(x) = m

ii) Die Funktion f : R\ {0} — R : @ > a-sin(L) ist stetig fortsetzbar auf R
vermittels der Setzung f(0) =0, da lim,_q 2- sin(1) = 0.

iii) Die Funktion f : R\ {0} : @ > sin(2), ist nicht auf R fortsetzbar, da der
Grenzwert lim,_,osin(X) nicht existiert.

iv) Die Funktion g : R\ {1} — R mit g(x) = -1 ist nicht auf R fortsetzbar, da

lim, ., —t nicht existiert.

Definition I1.3.19 Fine Funktion f : D — R heiffit beschrankt, wenn B(f) als
Menge beschrdnkt ist, d.h., wenn

3K > 0Vz e D |f(z)] < K
d.h., wenn a < b existieren mit B(f) C [a,b].

Beispiel 11.3.20

i) Die Funktionen sin und cos sind beschrinkt, wohingegegen die Funktionen tan
und cot nicht beschrinkt sind.

ii) Ein Polynom ist genau dann beschrdankt, wenn sein Grad < 0 ist, d.h., wenn
es konstant ist. Angenommen p(z) = > ,_, axz® mit a, # 0 undn > 1. O.B.d.A.

sei a, > 0. Es gilt dann lim,_, % = a,. Es gibt dann eine Folge (xy), sodafl
limy oo 7 = 00 und limy_,o p(xxn’“) = a,. Es gibt dann ein N € Ny, sodaf fiir

k
k > N gilt, daf p(%f) > . Set K > 1. Es gibt dann ein k > N mit v, > K.
k
Somit gilt dann p(xy) > Gaf > x> 2 K. Also ist p unbeschrdnkt. Sollte
a, < 0 sein, wendet man dieselbe Argumentation auf —p an.

Mithilfe eines “topologischen” Arguments, das den Rahmen unserer Vorlesung
iiberschreitet, kann man folgenden Satz beweisen.
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Satz 11.3.21
Wenn f : [a,b] — R stetig ist, dann ist B(f) = [c,d] fiir geeignete ¢, d € R.

Insbesondere heifit dies, daf fiir stetige Funktionen f : [a,b] — R gilt, dafl

(1) f ist beschrénkt
(2) f nimmt sein Minimum ¢ und sein Maximum d auf [a, b] an

(3) alle zwischen Minimum und Maximum liegenden Werte werden von f an-
genommen.

Beispiel 11.3.22

i) Betrachte die Funktion f :[0,1] — R mit f(0) = 0 und f(z) = L fir z > 0.
Diese Funktion ist unbeschrinkt, aber in 0 nicht stetig.

ii) Die Funktion g :]0,1] — R : x +— I ist stetig, aber nicht beschrinkt.

iii) Die Funktion h :|—1,1[— R : x — x? ist stetig und beschrinkt, nimmt aber
keinen grofiten Wert auf ihrem Definitionsbereich an.

Satz I1.3.23 (Bisektionsverfahren)
Sei f : [a,b] — R stetig mit f(a) < f(b). Dann gibt es zu jedem d € [f(a), f(b)]
ein ¢ € [a,b] mit f(c) = d.

Beweis: Sei d € [f(a), f(b)]. Wir basteln eine Folge [a,, b,] von Teilintervallen
von [a, b], sodaB fiir alle n gilt

i) [ant1,bn41] C [an, by)

i __ b=a
11) bn — Qp = on

i) f(an) < d < f(b)

Angenommen wir haben eine solche Folge, dann sind die Folgen (a,) und (b,)
wegen Bedingung i) beschrankt und monoton und haben somit Grenzwerte ¢ bzw.
d in [a, b], die aber wegen Bedingung ii) gleich sind. Wegen der Stetigkeit von f
(im Punkt ¢) gilt somit lim, . f(a,) = f(¢) = lim, o f(bn). Wegen Bedingung
iii) gilt lim, . f(a,) < d < lim, . f(by) und somit f(c) < d < f(e), also
f(e) =d.

Nun zur Konstruktion der Folge [a,, b,]. Wir setzen [ag, by] = [a, b]. Angenommen
wir haben [a, bg] fiir & < n bereits konstruiert, sodaB sie die Bedingungen 1)-iii)
erfiillen. Die Konstruktion des néchsten Intervalls erfolgt nun durch die Setzung

[Cn,bn] wenn f(c,) <d
(an, c,] wenn d < f(e,)

(g1, bpy1] = {

45



wobei ¢, = %42 (Mittelpunkt des Intervalls [a,, b,]). Offenbar ist die Lénge von
[@n11,bn41] gleich der Hilfte der Lange von [a,, b,]. Die Bedingungen i) und iii)

werden offensichtlich durch die Konstruktion auch sicher gestellt. ([l

Es gilt auch das Analogon des Satzes 11.3.23 fiir den Fall, da88 f(a) > f(b) (z.B.,
indem man — f betrachtet!).

Als néchstes beweisen wir eine alternative Charakterisierung der Stetigkeit, die
auch eine “rechnerische” Bedeutung hat.

Satz I1.3.24 (e-9-Charakterisierung der Stetigkeit)
Sei D CR und f: D — R. Fira € D sind folgende beide Aussagen dquivalent

(1) f ist in a stetig

(2) Ve > 030 > 0Vz € D (Jo —a| <d=|f(z) — fa)] <e).

Beweis: <= : Angenommen (2) gilt. Sei (z,,) eine Folge in D mit lim, . z, = a.
Wir miissen zeigen, dafl lim, .., f(z,) = f(a). Sei ¢ > 0. Es gibt dann ein
6 > 0,sodaB Vo € D (|lv —a| < § = [f(z) — f(a)] < &). Weil (z,) gegen a
konvergiert, gibt es ein ng mit |z, — a|] < ¢ fiir alle n > ng. Es gilt dann aber
auch |f(z,) — f(a)| < ¢ fiir alle n > ny.

= : Angenommen es gilt die Negation von (2), d.h. es existiert ein € > 0 mit
V6 > 03z € D (Jz—a| < dAe < |f(z)— f(a)]). Dann gibt es aber zu jedem n € Ny
ein z, € D mit |z, —a| < 5=, aber ¢ < |f(x,) — f(a)|. Dann gilt lim,, .., =, = a,

n)
aber nicht lim,, .., f(x,) = f(a). Also ist f in a nicht stetig. O

Obige Charakterisierung der Stetigkeit von f in @ kann man intuitiv wie folgt in-
terpretieren: um f(a) bis auf Genauigkeit ¢ zu berechnen, mufl man a bis auf Ge-
nauigkeit 0 kennen. Eine Funktion M : |0, oo[ — ]0, 0o heifit ein Stetigkeitsmodul
fiir f an der Stelle a, wenn Ve > 0Vz € D (|z —a| < M(e) = |f(z) — f(a)| < ¢).
Folgende Beispiele zeigen, dafl der Stetigkeitsmodul stetiger Funktionen von a
abhéngt, d.h., auch wenn f : D — R auf D stetig ist, braucht nicht zu gelten,
daB
Ve > 030 > 0Vz,y € D (Jz —y| < d = |f(z) — f(y)| <e)

Wenn jedoch diese Bedingung gilt, dann heifit f auf D gleichmdfsig stetig.

Beispiel 11.3.25

i) Die Funktion f: R — R : z — 2% ist auf R stetig. Es gilt f(x +0) — f(z) =
20x + 6. Dieser Wert kann auch fiir sehr kleine § betragsmifiig beliebig grof3
werden (wenn x sehr grof$ wird). Deshalb ist f auf R nicht gleichmdfsig stetig.
ii) Die Funktion f :]0,1[— R : x — < ist auf threm Definitionsbereich stetig. Es

gilt f(x+90) — f(x) = 557(;%:5? = 5taisy- Dieser Wert kann auch fiir sehr kleine 6
betragsmdfsig beliebig groff werden, da lim,_.q (;—_ﬂ;) = —00.
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Es gilt aber folgender wichtiger Satz, dessen Beweis allerdings den Rahmen dieser
Vorlesung iibersteigt.

Satz 11.3.26 Stetige Funktionen f : [a,b] — R sind immer gleichmdfig stetig.

Man beachte, dafl dies i.a. nicht mehr gilt, wenn der Definitionsbereich kein ab-
geschlossenes Intervall ist (siche Bsp. 11.3.25).
Eine in der Praxis sehr oft anzutreffende hinreichende (aber nicht notwendi-
ge) Bedingung, die gleichméflige Stetigkeit zur Folge hat ist die der Lipschitz-
Stetigkeit

AL > 0¥a,y € D |f(z) — fy)| < Lol — g

Ein L > 0 mit Vz,y € D |f(x) — f(y)| < L-|x — y| heifit Lipschitz-Konstante fiir
die Funktion f.

Beispiel 11.3.27
i) Die Funktion f :[0,1[— R : z + x? hat Lipschitzkonstante 2, da

[f(@) = f)l = 2* = | = |z +yl e —y| < 2]x —y]

fir xz,y € [0,1].

ii) Die Funktion f :]0,1[— R : x +— I ist wegen Satz I1.5.26 nicht Lipschitz-
stetig, da sie ja nicht gleichmdfig stetig ist (siche Bsp. 11.3.25 ii). Man kann dies
aber auch direkt begriinden. Angenommen L > 0 sei eine Lipschitz-Konstante fiir
f. Dann gilt fir alle x,y € 10,1], daf

y—x

o)~ 1) = [

\<Lu—m

also w—ly < L fir alle x,y € |0, 1] mit x # y. Dies ist aber nicht der Fall: sein € N

mit n > L, dann gilt —— =n(n+1) > n > L, obwohl % und n+r1 verschiedene

n n+1
Elemente von 10, 1] sind.
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III Differentiation

I11.1 Differenzierbarkeit (und Rechenregeln)

Sei D C Rund f: D — R. Fiir a € DN H(D) betrachten wir die Funktion
g: D\ {a} mit

T —a
wobei offensichtlich g(x) die Steigung der Geraden (“Sekante”) durch die Punkte
(a, f(a)) und (z, f(x)) angibt.

Definition II1.1.1 Die Funktion f heif$t differenzierbar in a € DN H (D), wenn
limxﬂaw existiert. Sofern existent bezeichnen wir diesen Grenzwert mit

f'(a) und nennen ihn “Differentialquotient” an der Stelle a.

Physikalisch bedeutet f’(a) die Momentangeschwindigkeit des Massenpunkts mit
Ortskurve f zum Zeitpunkt t.

Geometrisch bedeutet f'(a) die Steigung der Tangente an den Graphen von f
im Punkt (a, f(a)). Diese Tangente ist in Parameterform beschrieben durch x —

fa) + f'(a)(x — a).

Beispiel I11.1.2
i) Fiir konstante Funktionen f :R - R:x ¢ (c € R) gilt

f'(a) = lim @) = /@) =1lim0=0
T—a xr—a r—a
fiir alle a € R.
ii) Firn € Ny ist die Ableitung der Funktion x™ nach x gleich nx
Beweis: Wir beweisen die Behauptung mit Induktion iber n. Der Fall n = 0 folgt
aus i). Nehmen wir als IH an, die Aussage gelte fir n. Es gilt fir x # a, dafs

n—1

"t - (2" —a")x +ad"(x —a) 2" —a" "
= = T+ a
r—a r—a r—a
und somit
+1 n+1
. 2" —a IH -

lim =na" la+a" =na"+a" = (n+1)a"

z—a T —a
wie behauptet. O

iii) Fir die Absolutbetragsfunktion f(x) = |x| gilt

1 wenn x > 0
fl(z)=< -1 wenn x < 0

undefiniert wenn x =0
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iv) Sei f:[0,00] = R:z — \/x. Fiir x # a gilt
VE-Vi_  \ai-ya 1

r—a  (Vi-JaVT+ya) Vita

und somit

VT —a 1 1 1

= lim

T z-a  e—azt+a Ja+va  2va

falls a > 0 und andernfalls gilt

ve ool

lim — = lim — = ¢

z—0 z—0 \/5
da lim,_o+/x =0, d.h. f'(0) ist undefiniert.

Definition I11.1.3

Set D CR mit D C H(D) und f : D — R. Dann heifst f differenzierbar auf
einer Menge M C D, falls f in allen Punkten von M differenzierbar ist, und die
Funktion f heifit differenzierbar, wenn f auf D differenzierbar ist.

Beispiel I11.1.4

i) Fiir alle n € Ny ist die Funktion f(x) = 2" auf ganz R differenzierbar.
ii) Die Funktion f(x) = |z| ist auf R\ {0} differenzierbar.

iii) Die Funktion f(x) = +/x ist auf]0, 00| differenzierbar.

Wir zeigen nun, daf Differenzierbarkeit eine stiarkere Eigenschaft ist als Stetigkeit.

Satz II1.1.5 Sei D C R und f : D — R. Wenn f in a € DN H(D) diffe-
renzierbar ist, dann ist f in a auch stetig. Die Umkehrung gilt im allgemeinen
nicht.

Beweis: Angenommen f ist in a differenzierbar. Fiir z € D N H(D) \ {a} sei

g(x) = L9210 Offenbar gilt fiir solche z, daB

f(@) = fla) + f(x) = fla) = f(a) + g(z)(z — a)

und somit auch

lim f(z) = lim f(a) + g(z)(z — a) = f(a) + f'(a)0 = f(a)

da lim,_, g(z) = f'(a). Also ist f in a stetig.
Die Absolutbetragsfunktion und die Quadratwurzelfunktion sind in 0 stetig, aber
nicht differenzierbar. 0

Als néichstes wollen wir die Kettenregel beweisen, die besagt, dafi (g o f)'(a) =
' (f(a))f'(a), falls die Komposition von f und g definiert ist und die Ableitun-
gen f’(a) und ¢'(f(a)) existieren. Ein unmittelbar sich aufdrdngendes intuitives
Argument ist folgendes: sei (z,,) eine gegen a konvergierende Folge, dann gilt
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(9 1) (a) = lim o, W2 )=gl/)

o o @n))—g(£(@) f(zn)—f(a)

= limn—oo 70050 eaca

Y o @) —g(f(@) 1 F@n)—f(a)

= im0 S0 h - Mmoo Ty
=g (f(a))f (a)

was jedoch problematisch ist, da f(z,) — f(a) fiir unendlich viele n gleich 0
sein kann. Um dieses Problem in der Argumentation zu umgehen, erweist sich
folgende Reformulierung der Differenzierbarkeit als niitzlich, die auch deswegen
von grofiter Wichtigkeit ist, da sie sich auf Funktionen in mehreren Variablen
verallgemeinern la8t.

Satz I11.1.6 Sei D C R und f : D — R. Die Funktion f hat in a € DN H(D)
die Ableitung b genau dann, wenn eine Funktion r : D — R existiert, sodafs

(1) f(z)— f(a) = blx —a) =7r(z)(x — a) fir alex € D und
(2) lim,_,7(z) = 0.

Beweis: Sei g(z) = W fir z € D\ {a}.
Angenommen f hat in a die Ableitung b. Dann lim, ., g(x) = b. Seinun r : D —

R definiert als
{ g(x) —b wenn z # a

0 wenn r = a

r(z) =

Offenbar erfiillt diese Funktion aufgrund ihrer Definition die Bedingung (1) und
sie erfiillt die Bedingung (2), da lim,_., g(a) = b.

Angenommen 7 : D — R sei eine Funktion, die die Bedingungen (1) und(2)
erfillt. Aus (1) folgt, daBB r(x) = g(x)—b fiir x # a, und somit folgt aus Bedingung
(2), daf3 lim, ., g(xz) = b. Also hat f im Punkt a die Ableitung b. O

Satz II1.1.7 Seien D,E CR und f : D — R und g : E — R mit B(f) C E.
Wenn f in a € D und g in f(a) differenzierbar sind, dann ist g o f auch in a

differenzierbar, wobei (go f) (a) = ¢'(f(a))f'(a).

Beweis: Da g in f(a) differenzierbar ist, gibt es aufgrund von Sazt I11.1.6 eine
Funktion r : £ — R mit

(1) g9(y) — g(f(a)) = g'(f(a))(y — f(a)) = r(y)(y — f(a)) fiir alle y € £ und
(2) limy—. s r(y) = 0.

Es gilt dann
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(g o f)’(a) — lim,_., g9(f(z))—g(f(a))

= lim,_,, LU @U@=+ (@) (z)~](a))
z r—a
= lim,_., 9'(f(a)(f(x)—f(a)) + lim,_,, "YEU@)-f(a)
=¢'(f(a))f'(a) +0- f'(a)
=9'(f(a))f'(a)

wobei die vorletzte Gleichung aus lim, ., 7(f(z)) = 0 folgt, was sich wie folgt
begriinden 148t. Angenommen (z,,) sei eine Folge in D \ {a}, die gegen a konver-
giert. Dann konvergiert die Folge (f(z,)) gegen f(a), da f in a differenzierbar
und somit stetig ist. Da lim,_, ) 7(y) = 0, folgt somit lim, . r(f(x,)) =0. O

Beispiel II1.1.8 Sei g : R — R differenzierbar und f(x) = x + a fir ein a € R.
Offensichtlich gilt f'(x) = 1. Fir die Funktion h = g o f gilt dann nach der
Kettenregel ' (x) = ¢'(f(x))f'(z) = ¢'(x + a).

Als néchstes beweisen wir ein paar Rechenregeln fiir die Differentiation.

Satz II1.1.9 Sei DCR, f,g: D — R unda € DN H(D).

(1) Wenn f und g an der Stelle a differenzierbar sind, dann sind auch f + g
und f-g an der Stelle a differenzierbar, wobei

(f+9)(a)=f(a)+4(a) und  (f9)(a) =f(a)g(a)+ f(a)g'(a)

wobei die zweite Gleichheit als Produkt- bzw. Leibnizregel bekannt ist.

(2) Wenn f und g an der Stelle a differenzierbar sind und g(a) # 0, dann ist
auch § an der Stelle a differenzierbar, wobei

A\ Plage) - fa)ga)
(E) (a)= 9(0)?

bekannt als Quotientenregel.

Beweis: Seien f und g in a € D N H(D) differenzierbar. Es gilt dann

(f +g)'(a) = lim,_, L)tse)- U@t

~ lim,_. f(:v) f@)

= f'(a) +¢'(a)

9(x)—g(a)

+ lim, .,

und
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@)= f@)o@)+(@)o()=g(a)
Y@@l |y f@)o)—g(a)

= hmx_’ z—a z—a
= ["(a)g(a) + f(a)g'(a)

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dafl aufgrund von Satz II1.1.5 die
Funktion ¢ in a stetig ist, da sie dort nach Annahme differenzierbar ist.
Nehmen wir weiters an, daf g(a) # 0. Weil g in a auch stetig ist, ist auch g(z) # 0
fiir x in einer hinreichend kleinen Umgebung von a. Es gilt nun, daf§

1'a_m$—$:msM—W)_#@
(g)“‘iw r—a AR gg@—a)  gla)

da lim,_,, 49=9@ _ —¢'(a) und lim,_,, W = —1_ Mithilfe der bereits be-

T—a a) g9(a)?”
wiesenen Produktregel erhalten wir dann

@ (@) = f' @)=+ (@) (1) () = £ (@9(0) ~ [(@)g'(@)

wie behauptet. [l

Als unmittelbare Konsequenz dieses Satzes erhalten wir, dafl Polynome und ratio-
nale Funktionen auf ihrem Definitionsbereich differenzierbar sind. Die Ableitung
eines Polynoms p(z) = >}, axz” ist aufgrund von Beispiel II1.1.2 ii) gegeben
durch p/(z) = > p_, kagz™ 1.

Als néchstes zeigen wir die Differenzierbarkeit der Winkelfunktionen.

Satz II1.1.10 Die Funktionen sin und cos sind auf ganz R differenzierbar, wobei
sin’ = cos und cos’ = —sin. Also sind auch tan und cot auf ihrem Definitionsbe-
reich differenzierbar, wobet

1 -1

tan'(x) = . und cot’(z) =

sin®
Beweis: Wir zeigen zuerst, daf sin’(0) = 1. Fiir reelle  mit 0 < z < § gilt

sin(z) < = < tan(z), wie eine naheliegende geometrische Uberlegung zeigt, und
somit cos(z) < szﬂ < 1. Da sin ungerade und cos gerade ist, gilt

cos(z) < sin(x)

<1

x
auch fiir alle z mit 0 < [z < §. Da cos stetig und somit lim,_.q cos(z) = 1, folgt
aufgrund des EinschlieBungskriteriums, dafl

sin(z)

sin’(0) = lim =1

x—0 x

Mithilfe des Additionstheorem fiir sin konnen wir nun die Ableitung von sin wie
folgt berechnen
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sin(z+h)—sin(z) _ sin(x) cos(h)+sin(h) cos(z)—sin(x)

sin’ x = limy,_,¢ limy, .o

_h
= hmh_,o sin(x)% + COS(.Z’) limh_)o &}Eh)
= cos(x)
weil ndmlich
. cos(h)—1 . cos(h)*—1 . —sin(h)? h
hoo h h h(cos(h) + 1) heo h? cos(h) +1

Da cos(z) = cos(x) sin(F) + cos(5) sin(x) = sin(z + §) gilt

cos'(x) = sin’ <:C + g) = cos (:C + g) = cos(z) cos (g) —sin(z) sin <g) = —sin(z)

wie behauptet.
Die Behauptungen fiir tan und cot ergeben sich unmittelbar aus Satz I11.1.9 (2).
O

Wir betrachten nun ein etwas umféanglicheres
Beispiel II1.1.11 Secien fi, fo, f3: R — R mit

fl@)=a*+22  fo(e) =sin(@)  fo(o) =2’

mit den Ableitungen
filr)=20+2  fy(z) =cos(z)  fi(z) =327

Durch iterierte Anwendung der Kettenregel berechnet man die Ableitung von f =
fzo fao f1 folgendermafen

f'(@) = f5((f20 f1)(@)) - (f2© f1)'(x) = f3((fa o f1)(2)) - f5(fr()) - fi(2)
= 3(sin(z? + 2x))? - cos(z? + 2x) - (22 + 2)

Natiirlich kann man viele Funktionen nicht nur einmal, sondern mehrmals und
manchmal sogar beliebig oft differenzieren.

Definition IT1.1.12 (mehrfache Ableitungen)

Set D C R mit D C H(D). Eine Funktion f : D — R heifit einmal differen-
zierbar, wenn fir alle a € D die Ableitung f'(a) existiert. Die Funktion f heifst
n+1-mal differenzierbar, wenn sie n-mal differenzierbar ist und ihre n-te Ablei-
tung " auf ganz D differenzierbar ist, wobei wir die Ableitung von f™ mit
f+) bezeichnen.

Die Funktion f heifit n-mal stetig differenzierbar, wenn f n-mal differenzierbar
ist und ™ auf D stetig ist.

Die Funktion f heifit unendlich differenzierbar bzw. glatt, wenn fiir alle n die n-te
Ableitung von f existiert.

93



Beispiel I11.1.13
i) Die Funktionen sin und cos sind glatt.
ii) Die Funktion f(x) = z" ist glatt, wobei

nm—1)...(n—k+Da"* wennk <n
f(k)<x):{ (n—1)...( )
0 sonst

Somit sind alle Polynome glatt.

I11.2 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

Im Verlauf dieses Abschnitts sei f: D — R mit D C R.

Definition II1.2.1 Die Funktion f besitzt in a € D ein globales Maximum,
wenn ¥Yr € D f(x) < f(a), und sie besitzt in a ein lokales Maximum, wenn

Jde > O0Vz € DN Ja—e,a+e| f(z) < f(a)

Analog erhdlt man die Begriffe globales und lokales Minimum, wenn man < durch
> ersetzt. Extremum heifit Minimum bzw. Mazimum.

Satz I11.2.2 Sei D = |a,b] und f auf ganz D differenzierbar. Wenn f in c € D
ein lokales Extremum besitzt, dann ist f'(c) = 0.

Beweis: Wir beweisen die Behauptung fiir den Fall, daf§ f in ¢ ein lokales Maxi-
mum annimmt. Es gibt dann ein € > 0, soda$ |c—¢,c+e[ € D und f(z) < f(c)

fir alle z mit |z — ¢| < e. Fiir die Funktion g(z) = % gilt

<0 wenn x € |c,c+e|

g(x) =

>0 wenn x € |c—e, |

und somit
0< lim g(z) = f'(¢c) = lim g(x) <0

also f’(c) = 0.
Fiir lokales Minimum ist der Beweis analog. U

Obiger Satz I11.2.2 gilt im allgemeinen nicht fir D = [a, b]. Betrachten wir z.B.
die Funktion f :[—1,1] — R : 2 — z. Diese Funktion hat (globale) Extrema in
—1 und 1, aber ihre Ableitung verschwindet dort nicht.

Auflerdem &8t sich die Implikation des Satz II1.2.2 nicht umkehren, denn die
Funktion f : ]—1,1[ — R :  — 2 hat in 0 kein lokales Extremum, obwohl

f(0)=0

Als néchstes beweisen wir den Mittelwertsatz der Differentialrechnung.
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Satz II1.2.3 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)

Sei D = [a,b] mita < b und f: D — R stetig und auf |a, b[ differenzierbar. Dann
ezistiert ein ¢ € la, b[ mit f'(c) = W

Beweis: Da die Funktion f stetig ist, nimmt sie wegen Satz 11.3.21 auf [a, b]
Minimum und Maximum an.

Wenn f(a) = f(b), dann nimmt f ein Extremum in einem ¢ € Ja,b[ an. Mit
Satz I11.2.2 ist dann f'(¢) = 0, woraus die Behauptung folgt.

Im Falle f(a) # f(b), betrachten wir die Funktion g(x) = f(z) — W(% —a),
die auf [a, b] stetig und auf |a, b] differenzierbar ist. Da g(a) = f(a) = g(b), folgt
aus der Uberlegung im vorigen Absatz, daB ein ¢ € ]a, b existiert mit 0 = ¢'(c) =

f/( ) b) f(a) . d.h. f’(c) _ f(bl)):f(a)' ]

a

Eine naheliegende physikalische Interpretation des Mittelwertsatzes ist, dafi im
Verlauf einer (1-dimensionalen) Bewegung zu irgendeinem Zeitpunkt die Augen-
blicksgeschwindigkeit mit der Durchschnittsgeschwindigkeit iibereinstimmt.

Beispiel 111.2.4 Die Funktion f : [0,1] — R : z — /1 —2a? ist stetig und
fir x € [0,1] ist f'(x) = %\/1%7(—2@ = - Die Steigung der Sekante von
(0, £(0)) nach (1, f(1)) ist offenbar —1. Der Mittelwertsatz stellt sicher, daf8 ein

x €0, 1] existiert mit f'(x) = —1. Fin solches x kann man aber in diesem Fall
bestimmen, da f'(x) = —1 gdwx = V1 — 22 gdw2* = 1 —2° A2 > 0 gdw x = \/LE

Der Mittelwertsatz erlaubt es uns, aus der Ableitung einer Funktion auf ihr Mo-
notonieverhalten zu schlieflen.

Satz II1.2.5 Sei D = [a,b] mit a < b und f : D — R stetig differenzierbar auf
D. Dann gilt

(1) Wenn f'(x) > 0 bzw. f'(x) <0 fir alle x € D, dann ist f streng monoton
wachsend bzw. fallend.

(2) f ist monoton wachsend bzw. falled genau dann, wenn f'(z) > 0 bzw.
f'(x) <0 fir alle x € D.

Beweis: Wenn f monoton wachsend ist, dann gilt % > 0 fiir alle x,y € [a, ]
mit © # y und somit f'(z) > 0 fur alle z € [a,b]. Angenommen f’(z) > 0 fiir
alle © € [a,b]. Wenn 27 < x9 in D, dann gibt es aufgrund des Mittelwertsatzes
ein x5 € oy, ap[ mit L2222 — p(0) > 0 und somit f(z1) < f(x2). Wenn alle

f(z) > 0, dann gilt aber auch % f'(x3) > 0 und somit f(z1) < f(xq).
Fi “fallend” statt “wachsend” beweist man die Behauptungen analog. U

Die Implikation der ersten Behauptung 148t sich nicht umkehren, da die Funktion
f:]0,1] = R : 2 — 23 streng monoton wiichst, aber f/(0) = 0.
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Korollar I11.2.6 Wenn D C R ein Intervall ist und f,g : D — R mit f' = ¢/,
dann ezistiert ein c € R mit f = g+ c.

Beweis: Wenn ' = ¢/, dann ist (f — g)’ = f' — ¢ = 0 und somit ist f — g
aufgrund von Satz II1.2.5 sowohl monoton wachsend als auch monoton fallend,
d.h. konstant, woraus die Behauptung folgt. 0

Satz I11.2.5 erlaubt einem auch ggf. die Existenz globaler Extrema nachzuweisen
wie in folgendem

Beispiel II1.2.7 Sei f :]0,1[— R : 2 — 1 + 2z. Offenbar gilt fir x €0,1[, dafs
fl(x) = -2 +2. Es gilt

f(2)30 gdw m[]%

fur O e {<,>,=}. Also ist f im Intervall |0, \%[ streng monoton fallend und im

Intervall ]%, 1] streng monoton wachsend. Also hat f in \/LE ein globales Mini-

mum.

Durch Betrachtung der zweiten Ableitungen kann man ggf. feststellen, ob lokale
Minima bzw. Maxima vorliegen.

Satz I11.2.8 Sei D = Ja,b[ mit a < b und f : D — R zweimal stetig differen-
zierbar. Wenn f'(x) =0, dann gilt

(1) wenn f"(x) >0, dann hat f in x ein lokales Minimum
(2) wenn f"(x) <0, dann hat f in x ein lokales Mazimum.

Beweis: Angenommen f'(x) = 0 und f”(x) > 0. Da f” stetig ist, ist f” in einer
ganzen e-Umgebung von z echt grofier 0 und somit ist f’ dort monoton wachsend.
Da f'(x) = 0, ist dann f in |z—e, z[ monoton fallend und in |z, z+¢[ monoton
wachsend. Also hat f in x ein lokales Minimum.

Analog zeigt man die zweite Behauptung. ([l

Beispiel I11.2.9 Wir betrachten die Funktion f: R — R: 2 — 55, Ihre erste
Ableitung ist
1-(1+2%) —z-2x 1—a?
f'(w) = ( )2 2 - 2\2
(14 22?) (14 22)
und deshalb ist f'(x) = 0 gdw x € {—1,1}. Um festzustellen, welche Art von
lokalem Extremum bei 1 bzw. —1 vorliegt, betrachten wir die zweite Ableitung der

Funktion f

() = —2x(1 4+ 2%)? — (1 — 2%)2(1 + z2%)2z _ 22— 223 — dx + 423 _ 223 — 6
1+ 1+ 22) 1+ 22
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woraus sich ergibt, daf8 f"(—1) = 5 und f"(1) = —3. Also liegt bei —1 ein lokales
Minimum und bei 1 ein lokales Mazimum vor. Da aber f'(x) < 0 gdw |z| > 1
und f(x) <0 gdw z < 0, liegt in —1 ein globales Minimum und in 1 ein globales
Mazimum vor.

Als weitere Anwendung des Mittelwertsatzes beweisen wir die Regel von de
I'Hopital.
Satz I11.2.10 (Regel von de 'Hopital)
Sei D = la,bl mit a < b, f,g: D — R differenzierbar und c € [a,b], sodaf
(1) lim, . f(z) =0 = lim,_. g(x)
(2) ¢'(z) # 0 fir alle x € D

(3) limxﬂc% existiert.

Dann gilt lim,_... J; Erg = lim, ..

Beweis: Aus Annahme (2) folgt mit dem Mittelwertssatz, dafl ¢ injektiv ist. Dar-
aus und Annahme (1) folgt (warum?), dafl ¢ in einer e-Umgebung von ¢ von 0
verschieden ist. Sein nun (z,) eine gegen ¢ konvergierende Folge in D. O.B.d.A.
kénnen wir annehmen, daf |z, — ¢| < ¢ fiir alle n gilt.

Wir zeigen nun, dafl zu jedem n ein &, echt zwischen ¢ und z,, existiert, mit

Fe) _ I
9@~ (&)

da dann daraus folgt, dafl

n—00 g(gjn) n—00 g’(fn) z—c g’(x)

wie behauptet.
Fiir den Nachweis der Existenz eines geeigneten &, betrachten wir die Funktion
h(z) = f(x) — %g(w} auf D U {c}. Es gilt h(c) = 0 = h(&,) und A'(z) =

f(x) — z"gg’ (x) fiir x € D. Also gibt es aufgrund des Mittelwertsatzes ein &,

Fon) _ Pl
o) = gE D

echt zwischen ¢ und x,, mit A'(§,) = 0 und somit
Beispiel I11.2.11 Sei f(z) =1 —cos(z) und g(x) = 1 —cos(2x). Diese Funktio-
nen erfillen in einer hinreichend kleinen Umgebung von 0 die Voraussetzungen
von Satz I11.2.10 und somit gilt lim,_g fé )) = lim, o E ; Da aber f'(x) = sin(z)
und ¢'(x) = 2sin(2x) ebenfalls dze Voraussetzungen von Satz I11.2.10 erfiillen, gilt

auch lim,_. f:g 3 = hmgHo ,,( . Also gilt

@) ) cos(a)

1
220 g(z) =0 g"(x) a—04cos(2z) 4
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I11.3 Spezielle Differenzierbare Funktionen
111.3.1 Ableitung der Umkehrfunktion

Da viele Funktionen als Umkehrfunktionen einfacherer Funktionen definiert sind,
ist folgender Satz duflerst hilfreich.

Satz II1.3.1 (Ableitung der Umkehrfunktion)
Sei D =]a,b[ mit a < b und f: D — R differenzierbar mit f’ > 0 oder f" < 0.
Dann ezistiert die Umkehrfunktion f=': B(f) — R und ist differenzierbar, wobei

fiir alle y € B(f).

Beweis: Da f'(x) # 0 fiir alle z € D, folgt aus dem Mittelwertsatz, dal f injektiv
ist. Wenn f’/ > 0, dann ist f streng monoton wachsend, und wenn f’ < 0, dann
ist f streng monoton fallend. In beiden Fillen ist B(f) ein offenes Intervall wegen
Satz 11.3.23, da f ja stetig ist, und es existiert die Umkehrfunktion f~*.

Wir zeigen nun leicht, dafi f~! stetig ist. Nehmen wir O.B.d.A. an, da8 f’ > 0
und somit f streng monoton wachsend ist. Sei f~'(y) = z und £ > 0. O.B.d.A.
kénnen wir annehmen, daf§ [z —e, x+¢] C D. Sei § = min(|f~ (z+¢)—yl, | [~ (z—
e) —y|), welches > 0, da f injektiv ist. Da f streng monoton wachsend ist, gilt
'y =6,y +9]) Clzr—e,x+e[. Somit haben wir nachgewiesen, daf§ f~! stetig
ist. Analog argumentiert man in Falle f’ < 0.

Sei (y,,) eine Folge in B(f)\{y} mit lim, ...y, = y. Da f~! stetig ist, konvergiert
die Folge (f~'(y,)) gegen f~'(y). Da f injektiv ist, sind alle f~!(y,) von f~!(y)
verschieden. Es gilt nun

SV 1 ~ lim FUF ) = F(f (W)
VO =l =m0 = F ) A ) - )

und somit ) — ) .
1. Yn) — Yy —
e Yp—y (F ()
Also ist 1
—1\/ _
U0 = =y
wie behauptet. 0]
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I11.3.2 Arcusfunktionen

Betrachten wir folgende Einschrinkungen der Winkelfunktionen

1) f= sin“_E ; hat Bild [—1,1] und ist streng monoton wachsend
2

™
2

2) f = cosjjo,- hat Bild [—~1, 1] und ist streng monoton fallend

272

3) f= tan“fﬂ «; hat Bild R und ist streng monoton wachsend

4) f = cotyjo[ hat Bild R und ist streng monoton fallend.

Die Umkehrfunktionen dieser Funktionen existieren und heiflen arcsin, arccos :
[—1,1] — R bzw. arctan, arccot : R — R. Mithilfe von Satz III.3.1 kann man
zeigen, daf3

1 -1

arcsin’(z) = Ny und arccos’(r) = Ny

fur  mit |z| < 1 und

1 —1
arctan’(z) = T und arccot' (z) = a2

fiir alle x € R.
Fiir den Fall des arcsin sieht man dies folgendermafien

1 1 1

cos(arcsin(z)) - \/1 — sin®(arcsin(z)) - V1 — a2

arcsin’(z) =

und die anderen Fille seien als Ubung empfohlen.

111.3.3 Potenzen mit rationalen Exponenten

Wir haben bereits gesehen, dafl fir n € N die Funktion f,(xz) = 2™ auf [0, oo
streng monoton wachsend ist und die Ableitung f/ (z) = nz"! besitzt. Die Um-
kehrfunktion f7! heiBt n-te Wurzel und wir schreiben 2n bzw. ¢/ fiir f7(x).
Fiir n,m € Nund 2 € [0, oo[ schreiben wir zm als Abkiirzung fiir {/z". Offenbar
gilt m = y gdw 2" = y™. Daraus folgt nun, daB fiir alle ¥ € N gilt, daB
Wz = "k, Somit hingt der Wert von m bloB vom Quotienten ¢ = - ab,
was die Notation x? rechtfertigt. Fiir rationale Zahlen ¢ < 0 schreiben wir z¢ als
Abkiirzung fiir 1. Wir schreiben iiberdies z° fiir 1.

Lemma II1.3.2 Fiirn,m € N gilt xw = (zw)™ fiir alle z > 0.
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Beweis: Es gilt

und
(zm)" =y = am =yr = (2n)"7" = (yr)" = =y

und somit (z")w = (zm)" wie behauptet. O
Wir kénnen nun die {iblichen Rechenregeln fiir Potenzen beweisen.
Satz I11.3.3 Firp,q € Q und x,y € |0, 00| gilt

(1) P . pd = xp-i-q

(2) (aF)? = aPe

(3) af - yr = (zy)?

Beweis: Sei p = 7= und q = Z.
ad (1) : Es gilt dann aufgrund von Lemma II1.3.2

nm-+mn
= mm

mn

xP .l = x:;:% . pmm = (xm)m% . (xm)mﬁ = (gjﬁ

)nm—i—mn — Pt

ad (2) : wegen Lemma I11.3.2 gilt

1 1 ~ 1 nn

(7)1 = (@)%Y = (@)% = (@i )" = i = 47

ad (3) : Bs gilt a? -y = ()" - (ym)" = (w7 - yw)" = ((xy)%) = (zy)r. O

Satz II1.3.4 Sei q eine rationale Zahl und f, : [0,00[ — R : x — x9. Dann gilt
fir alle x>0, daf f)(x) = qz9~".

Beweis: Aufgrund von Satz II1.3.1 gilt fiir x > 0, daB (f,;l)/ () = @) (f—ll(x)) =

( 11>n1 =1 1 = 1,5 = 16D Daauch f)(z) = na"! gilt die Behaup-
tung fiir ¢ der Gestalt n oder %
Sei p = 2. Fiir f(z) = 27, g(z) = 2" und h(z) = zm gilt f = goh. Somit gilt
aufgrund der Kettenregel, daf3

f'(@) = g'(h(2))l (@) = nh(x)" " kaw ! = 2a'w a5 = pra® = pa?™!

Aufgrund der Quotientenregel gilt

(l)l (z) = — /(@) _ —paP g — P!

f f(z)?
Die Ableitung von 20 ist gleich 0 und somit gleich 0x~!. Also gilt fiir alle ¢ € Q,
daB die Ableitung von x? gleich qz?~1! ist. 0
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I1I.4 Exponentialfunktion und Logarithmus

Fir die Eulersche Zahl e = lim,,_.o (1 + %)n kann man die Funktion Q@ — R :
q — €% betrachten und sich fragen, ob sie zu einer stetigen Funktion exp : R — R
fortgesetzt werden kann. Falls existent ist diese stetige Fortsetzung eindeutig, da
jede reelle Zahl als Grenzwert einer Folge rationaler Zahlen dargestellt werden
kann. Wir zeigen, daf3 dies durch die die Eulersche Exponentialfunktion

exp(z) = lim (1 + %)n

n—oo

bewerkstelligt wird. Zur Erinnerung sei erwahnt, daf§ wir aus dem Beweis von
Satz 11.1.17 bereits wissen, dafl

(1) exp(z) > 0 und

(2) exp(z)exp(—z) =1

fiir alle z € R gilt. Der néchste Satz bringt einige wichtige Eigenschaften der
Exponentialfunktion zum Ausdruck.

Satz I11.4.1

(1) Die Funktion exp ist streng monoton wachsend und differenzierbar mit
exp’ = exp. Also ist exp unendlich oft differenzierbar.

lim, oo exi)# = oo fiir alle k € Ny

(2)
(3)
(4) lim, o exp(z) = 0
(5)

Beweis: (1) Wir zeigen zuerst, dafl exp monoton wachsend ist. Dies ist klar fiir
das Intervall [0, co[ aufgrund des EinschlieBungskriteriums. Da exp(—z) = @,
ist exp auch auf |—o0, 0] monoton wachsend. Da exp(0) = 1 und exp(z) < 1 fiir
x <0, ist exp auf ganz R monoton wachsend.

Wir zeigen nun, dafl

iy &P +h) — exp(z)
h—0+ h

= exp(7)

fiir alle x € R gilt. Offenbar geniigt es h € ]0,1] zu betrachten. Aufgrund des
Mittelwertsatzes der Differentialrechnung gibt es zu jedem n ein &, € |x,xz+h]

mit )
h n n . n—

(1+x+ ) - (1+2) :h<1+£—)

n n n

61




und somit

lim

n—oo

(1 N §_n) el _ exp(z + h) — exp(x)
n h

Da lim, .o 1 4 %2 = 1 gilt auch

n n—1
lim <1 + %) = lim <1 + g_“) . lim (1 X %) _ exp(x 4+ h) — exp(x)

n— oo n— oo n n—oo h

Wegen der Monotonie von x — 2" fiir ungerade n € N folgt nun, daf} fiir ungerade

n gilt
n n n 1 n
(1+5) §<1+£—"> §(1+x+h) §<1+x+ )
n n n n

Durch Multiplikation mit A und n — oo erhélt man

hexp(x) < exp(x + h) —exp(z) < hexp(x + 1)
und somit aufgrund des EinschlieSungskriteriums

li h) — =0
Jm exp(z + h) — exp(z)

Da fiir ungerade n gilt

(1+§)n§ <1+%)n§ (szh)"

folgt mit n — oo, daf

exp(z + h) — exp(x)
h

exp(z) < < exp(x + h)

und somit limy, g+ w = exp(z).

Ahnlich zeigt man, daf

i &P +h) — exp(z)
h—0— h

= exp(z)

woraus folgt, dafl exp’ = exp.
Aus exp > 0 folgt nun, dafl exp auf R streng monoton wachsend ist.

(2) Aufgrund der Bernoulli-Ungleichung gilt 1+z < (1 + %)n fiir gentigend grofle
n und somit 1+ z < exp(x).

(3) Fiir k € Ny sei f : R — R definiert als fi(x) = exp(z) — ”Z—]: Offenbar gilt
fis1 = Jr- Da exp(0) = 1 und exp monoton wachsend ist, gilt fo(z) > 0 fiir alle
x > 0. Angenommen fi(x) > 0 fiir alle # > 0. Dann gilt auch f;_(z) = fi(z) >0
fiir x > 0. Somit ist fx,; auf [0, 00[ monoton wachsend. Da f;1(0) = exp(0) =
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1 >0, gilt frii(x) > 0 fir alle x > 0. Mit Induktion folgt, daB fiir alle k € Ny
gilt, da fi(x) > 0 fiir alle z > 0.
$k+1

.. . zk+1 . .. T exp(x
Da fiir z > 0 gilt, daB exp(z) > (kT+1)!7 gilt fiir z > 0, daf T T G S E,E ),

woraus folgt, dafl lim,_,., & —

(4) Aus (3) folgt

oo, wie behauptet.

li = i —r) = li =0
2:—1>r—noo xl—{{olo eXp( $) zl—>n;olo exp(gj‘)

(5) Sei y > 0. Wegen (3) und (4) gibt es a,b € R mit a < b, sodafl exp(a) <
y < exp(b). Da exp monoton wachsend und stetig (da differenzierbar) ist, gibt es
aufgrund von Satz I11.3.23 ein = € [a,b] mit y = f(z). Somit ist B(f) = |0, o0]
wie behauptet. 0

Da exp differenzierbar ist und exp’ = exp > 0, folgt mit Satz I11.3.1, daf exp eine
differenzierbare Umkehrfunktion besitzt.

Definition I11.4.2 (natiirlicher Logarithmus)
Die Umkehrfunktion exp™! von exp heifit natiirlicher Logarithmus

In:]0,00[ = R: 2+ exp*(z)
und ist offenbar surjektiv.
Satz 111.4.3 Die Funktion In ist differenzierbar mit In'(z) = %

Beweis: Aufgrund von Satz I11.3.1 gilt

l — 1 - ! - l
MO Sy ~ epn@)

Satz II1.4.4 (Charakterisierung der Exponentialfunktion)
Sei f: R — R differenzierbar und es gelte

Ve eR f'(x) =a- f(x)
fiir ein a € R. Dann existiert ein ¢ € R mit
f(@) = c- exp(ax)

fiir alle x € R.
Somit ist exp eindeutig charakterisiert durch die Eigenschaften exp’ = exp und
exp(0) = 1.
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Beweis: Wir betrachten die Funktion
g:R—=R:xw f(x)- exp(—ax)
fiir deren Ableitung gilt
g'(z) = f'(x) exp(—ax) —af(x) exp(—ax) = f'(z) exp(—az) - f'(z) exp(—az) = 0

und somit existiert ein ¢ € R mit f(z) - exp(—ax) = g(x) = c fiir alle z € R. Also
ist f(x) = cexp(ax) fiir alle z € R. O

Die Gleichung f'(x) = af(x) ist ein einfaches Beispiel einer Differentialgleichung,
d.h. einer Gleichung, in der Werte einer Funktion mit Werten ihrer Ableitung(en)
in bezug gesetzt werden. Die Gleichung f(0) = ¢ nennt man Anfangsbedingunyg,
welche zusammen mit der Differentialgleichung die Funktion eindeutig bestimmt.

Satz I11.4.5 (Funktionalgleichungen fiir exp und In)
Es qilt

(1) exp(z +y) = exp(z) exp(y) fir z,y € R und
(2) In(zy) = In(z) + In(y) fir z,y > 0.

Beweis: (1) Sei y € R. Wir betrachten die Funktion f: R — R : 2 +— exp(z + y)
fiir deren Ableitung gilt f'(z) = exp(z+y) = f(x). Da f(0) = exp(y), gilt wegen
Satz [11.4.4, daB exp(z +y) = f(z) = exp(y) exp(z) = exp(x) exp(y).

(2) Es gilt wegen (1), da8

exp(In(zy)) = ry = exp(In(x)) exp(In(y)) = exp(In(z) + In(y))

woraus wegen der Injektivitdat von exp folgt, dafi In(zy) = In(z) + In(y) wie
behauptet. O

Eine unmittelbar Konsequenz von (2) ist In (1) = —In(z). Wichtiger aber ist
folgendes Korollar, daf§ die Beziehung zu Potenzen mit rationalen Exponenten
herstellt.

Korollar I11.4.6 Fiir ¢ € Q und a € |0, 00[ gilt
i) a? = exp(q - In(a))
ii) In(a?) = ¢ - In(a).
Beweis: Sei ¢ = 7= mit n € Ny und m € N. Dann gilt

n

e ln(a)) = exp (% : 1n(a))m

a" = exp(In(a))" = exp(n - In(a)) = exp <m :
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und somit a? = am = exp (£ - In(a)) = exp(q - In(a)). Auerdem gilt a=7 = L =

Wlln(a)) = exp(—¢-In(a)). Somit haben wir Behauptung i) gezeigt. Behauptung

ii) folgt aus Behauptung i) durch Anwendung der Funktion In. O

Korollar II1.4.6 legt folgende Definition der Exponentiation nahe.
Definition I11.4.7 Fiir a > 0 und x € R definieren wir

a® = exp(z - In(a))
genannt Exponentialfunktion zur Basis a.

Da In(e) = 1 gilt €* = exp(z). Da In(1) = 0 gilt 1* = 1 fur alle x € R. Fiir
a > 1 ist die Funktion x — a” streng monoton wachsend und fiir 0 < a < 1 ist
sie streng monoton fallend.

Definition I11.4.8 Fir a > 0 mit a # 1 sei log, : ]0,00[— R die Umkehrfunkti-
on von &+ a®, d.h. a'%\®) = g fiir x > 0. Die Funktion log, heifit Logarithmus
zur Basis a.

Da fiir a > 0 die Ableitung der Funktion f, = a” aufgrund der Kettenregel gleich
fi(z) = exp’(z - In(a)) - In(a) = exp(x - In(a)) - In(a) = In(a) - f.(z), folgt mit
Satz 111.3.1, daB

1 1 1

loga(w) = 1! (log,(z)) B In(a) - fa(log,(z)) - In(a) - z

sofern a # 1
Es gelten die folgenden niitzlichen Rechenregeln

Satz 111.4.9 Fiir a,b >0 und z,y € R gilt
i) a*-a¥ =a" "tV
i) (a-b)* =a®-b"
i) (a®)¥ = a®v
Daraus folgt, wenn diberdies a,b # 1 und x,y > 0, daf
iv) log,(zy) = log,(z) + log,(y)
v) log,(x) = log,(a) - log,(x)
vi) log,(2¥) =y - log,().

Beweis: Als Ubung empfohlen! O
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IV Integration

Wenn f : [a,b] — R eine Funktion ist mit f > 0, kann man sich die Frage
stellen, wie gro die Fliche {(z,y) € R* | = € [a,0],0 < y < f(z)} zwischen
Funktionsgraph und z-Achse ist. Alternativ kann man sich fragen, wie grofl der
“durchschnittliche” Wert von f : [a,b] — R ist. Natiirlich ist dies nur moglich fiir
hinreichend gutartige Funktionen.

IV.1 Riemann Integral

Wir verwenden die Bezeichnungen

m(f) =sup{f(z) [z €[a,b]}  und  m(f)=nf{f(z) ]z €[ b]}

Definition IV.1.1 Eine Zerlegung von [a,b] ist eine Liste Z = xg, 21, ..., %,
reeller Zahlen mit a = o < 7 < --+ < x, = b. Die Feinheit von Z ist definiert
als 6(Z) = max{x; —x;—1 | 1 <i<n}. Sei

mi(f) =sup{f(z) |z € [zic1, ]} und  my(f) =nf{f(z) |z € [wi1, x]}
dann heifst
Sz =" mi(f)(x; —x;1) Obersumme und

S, =>" m(f)(x; —x;-1) Untersumme

zur Zerlegung 7.

Wenn 7, = xg,x1,...,2, und Zs = 4o, Y1, - - ., Ym Zerlegungen sind, dann schrei-
ben wir Z; C Z5 als Abkiirzung fiir {zo,z1,...,2,} € {yo,v1,- .., Ym}. Offenbar
gilt im Falle Z; C Z,, daf

m<f)(b - a) < §Z1 < §Z

2

Deshalb gilt fiir beliebige Zerlegungen 73, Z, von [a,b], daB8 S, (f) < S,(f) <
SZ(f) S SZ2<f) fir Z = Z1 U ZQ.

Die Idee der Riemann Integration ist nun, durch immer feinere Zerlegungen
Z die Fliache zwischen dem Graphen von f und der x-Achse von untern durch
S, und von oben durch S, anzunihern. Wenn dies funktioniert, dann heifit f
Riemann-integrierbar, wie in folgender Definition festgehalten.

Definition IV.1.2 (Riemann Integral)
Bezeichne
I(f) = sup{Sy | Z Zerlegung von [a, b]}

und 3 B
I(f) =inf{Sy | Z Zerlegung von |a,b]}
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dann heifit f (Riemann)-integrierbar auf [a, b], wenn I(f) = I(f). In diesem Fall
heifit I(f) = I(f) das Integral von f iiber [a,b] und wird mit

/a ) de

bezeichnet, wobei a “untere Grenze”, b “obere Grenze”, f “Integrand” und x
“Integrationsvariable” heifst.

Man sieht leicht (Ubung!), daB I(f ) I(f) genau dann, wenn fiir alle £ > 0 eine
Zerlegung Z existiert mit Sz (f) — S,(f) < e.

Warnung Ein Integral f f(z) dx kann gleich 0 sein, auch wenn f nicht konstant
0 ist, wie z.B. f_l xdzx.

Als néchstes zeigen wir, daf} sehr grofie Klassen von Funktionen Riemann-integrierbar
sind.

Satz IV.1.3 Sei f : [a,b] — R mit a < b. Dann gilt
(1) wenn f stetig ist, ist f integrierbar
(2) wenn f monoton ist, ist f integrierbar.

Beweis: (1) : Sei f :_[a, b] — R stetig. Wir zeigen, daB fiir alle ¢ > 0 gilt I(f) —
I(f) < e und somit I(f) = I(f). Sei € > 0. Wegen Satz 11.3.26 ist f gleichméBig
stetig auf [a, b] und somit gibt es ein 6 > 0, sodafl

oy € fat] (Jo= ol <6110 - 1) < =)

a

Sei Z = g < y < --+ < x, eine Zerlegung mit §(Z) < §. Dann gilt fiir
i1=1,...,n, da8

und somit

I(f) = L(f) < Sz(f) = S4(f) = 32

<Zz 1 b— a(xl_xz 1)

V(5 (f) — () (@i — @)
5oa i (T — wi1) = 552 (b—a)

|Iﬂ3

=&

und somit I(f) — I(f) <e.
(2) Wenn f auf [a,b] monoton wachsend ist, dann gilt fiir jede Zerlegung 7 =
To < x1 < -+ < Xy, da
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Da §(Z) beliebig klein werden kann, gilt I(f) — I(f) = 0. O

Im Beweis von Satz IV.1.3(1) haben wir gesehen, dafl S, — S 2, gegen 0 konver-
giert, wenn 0(Z,,) gegen 0 konvergiert. Sei nun Z,, = m(()n) < mﬁ") <<
Folge von Zerlegungen von [a, b] mit lim,, .., 6(Z,) = 0 und fl-(n) e [2\"), 2™ fiir

=171
t=1,...,nund

eine

Ra(f) =D FE) @ = ai)

die zugehorige Folge von Riemann-Summen, dann gilt

n—od

b
/ f(z)dx = lim R,(f)

da S, (f) < Ru(f) < Sz,.(f).

Man kann folgende Verscharfung von Satz IV.1.3(1) zeigen: f: f(z) dx existiert,
falls uy,...,ur € [a,b] existieren, sodafl f auf [a,b] \ {ui,...,ux} stetig und
beschrankt ist.

Beispiel I1V.1.4
1) : Sei f:[a,b] > R:x—c fiir ein ¢ € R. Dann gilt fir jede Zerlegung Z von
la,b], daf$ S,(f) = c(b—a) = Sz(f) und somit

/abf(x)dx:/abcaM:c(b—a)

(2) : Betrachte f : [0,b] — R : z — 2% fiir b > 0. Wiihle xgn) = b und
€0

%

. Die zugehorigen Riemannsummen sind

- (n)y/,.(n) (n) AN 9
Balf) = 2 JE@" =0 =03 () = w2
=1 i=1 i=1

Mit Induktion zeigt man leicht, daf8 7 | i* = gn(n+1)(2n + 1), und somit gilt

BPn+12n+1
R.(f) = —
=5
also
b, b3 b
de = lim R,(f) = —-2= -
Aw v = lim R.(f) =% 3
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Wie wir bald sehen werden, gilt nicht zufdlligerweise fir F(x) = ‘”—;, daff F'(z) =
x? undfo x)dx = F(b) — F(0).

Die folgenden Eigenschaften des Riemann-Integrals sind im weiteren niitzlich.

Satz IV.1.5 Sei D = [a,b] mit a < b und seien f,g : D — R beschrinkt und
integrierbar. Dann gilt

i) f+ g ist integrierbar und f;(f +g)(z)dx = fabf(:c) dx + fabg(x) dx
ii) firc € R ist die Funktion c- f integrierbar und fab c f(x)de = cfab f(x)dx
iii) wenn fir alle x € [a,b] gilt, daff f(x) < g(x), dann fff(x) dr < ffg(m) dx
iv) m(f)(b—a) < [} f(z)dz <m(f)(b— a)
v) die Funktion |f| ist integrierbar und es gilt ‘fab f(x) dx‘ < fab |f(x)| dx.
Beweis: Wir beweisen die Behauptungen blof3 fiir den wichtigen Fall stetiger Funk-

tionen, in welchem Fall wir auch mit Riemann Summen argumentieren kénnen.

Seien also f und g stetig.
i) Die Funktion f+ g ist stetig und somit integrierbar. Da die Folgen (R, (f)) und

(R,(g9)) gegen fabf(x) dx bzw. f:g(x) dx konvergieren, gibt es zu jedem £ > 0
ein N, sodaf fiir n > N gilt, daf3

‘an— / ) do

und somit
f—l—g (fabf d:c—l—ffg(x)dx)‘:
Bl )+ Balg) = ([} f(@) dz + [} g() dz) | <
R,.(f) —fa f(x) dx’—i— ’Rn g)—fabg(x)dx’ < £

<5
2

b
Rulg) - / o(z) dx

9
< = d
5 an

woraus folgt, dafl

/ab(erg)(:c) dr = Tim Ry(f +9) = /abf(:c) dx+/abg(x) .

ii) Da c-f stetig ist, ist es auch integrierbar. Fiir ¢ = 0 gilt die behauptete
Gleichheit trivialerweise. Sei ¢ # 0. Da R, (f) gegen fab f(z) dx konvergiert, gibt
es zu jedem € > 0 ein N mit

b

Ro(f) = [ flz)de

a

]
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fiir alle n > N. Multiplikation mit || ergibt

En—xl—c/f )dx

waraus folgt, daB lim, .., R.(cf) = ¢~ ff f(x)dr und somit c - f; f(x)de =

fab c f(x)dx
iii) Wenn f < g, dann auch R,(f) < R,(g) und somit

<e€

/ f(z)dr = lim R,(f) < lim R,(g) :/ g(x)dx

n—oo n—oo

aufgrund des EinschlieBungskriteriums.

iv) Es gilt m(f)(b — a) < Ru(f) < m(/)(b — a) und somit m(f)(b — a) <
fab f(z)dx <m(f)(b— a) aufgrund des EinschlieBungskriteriums.

v) Da f stetig ist, sind auch |f| und —|f| stetig und somit integrierbar. Da
—1fl < f <|f], folgt mit iii), dafl

@i [l s [ @ s [l
< [ ela

da ganz allgemein aus —u < v < u folgt, daf |v| < u. O

und somit

x)dx

Der néchste Satz besagt, daf eine stetige Funktion f : [a,b] — R mit a < b ihren
b
Mittelwert W auch tatséchlich auf ihrem Definitionbereich annimmt.

Satz IV.1.6 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Seia <bund f:[a,b] — R stetig. Dann gilt

b
l/f@ﬂw:ﬂaw—@

Beweis: Da f stetig ist, nimmt f die Werte m(f) und m( f) tatsdchlich an. Deshalb
nimmt die stetige Funktion ¢ : [a,0] — R : 2z — f(x)(b—a) die Werte m(f)(b—a)
und m(f)(b— a) auch tatsdchlich an. Da aber f; f(z) dz zwischen diesen Werten
liegt und ¢ stetig ist, gibt es ein £ € [a,b] mit g(§) = fabf(x) dr und somit
FEO0—a) = [ 1) a

Wenn f : [a,b] — R eine integrierbare Funktion ist und a < ¢ < b, dann sind die

fir ein & € [a,b].

Einschrankungen von f auf [a, ¢] bzw. [c, b] integrierbar und es gilt fab f(z)dx =
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[2 f(z)dz + fcb f(x)dz. Damit in Einklang sind die Setzungen [ f(z)dz = 0
und [ f(z)de = — f;f(x) dr, da dann fab fl@)de + [ f(z) =0= [ f(z)da.

Als néchstes beweisen wir mithilfe des Mittelwertsatzes der Integralrechnung den
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

Satz IV.1.7 (Haupsatz der Differential- und Integralrechnung)
Sei f : [a,b] — R stetig und F : [a,b] - R :x — [T f(t)dt. Dann gilt

(1) F st differenzierbar mit F' = f, d.h. F ist eine Stammfunktion von f
(2) wenn G eine Stammfunktion von f ist, dann fabf(x) dr = G(b) — G(a).

Beweis: (1) Sei (x,,) eine Folge in [a, b] \ {c} mit Grenzwert c. Wegen Satz IV.1.6
gibt es zu jedem n ein &, zwischen x,, und ¢ mit f(&,)(z, —¢) = [ f(z)dzx =
F(z,) — F(c). Dann gilt

lim £ = FlO) ) _ Jim f(£,) = £(0)

n—00 Ty — C n—oo Ty — C n—oo

wobei die letze Gleichheit aus der Stetigkeit von f folgt. Also ist F'(c) = f(c)
wie behauptet.

(2) Wenn ' = f = F’, dann ist (F — G)’ = 0 und somit F — G = ¢, d.h.
F = G + c. Dann gilt aber

b
/ f(x) dz = F(b) — F(a) = G(b) - G(a)

wie behauptet. O

Beispiel IV.1.8

(i) Die Funktion F(x) = % ist eine Stammfunktion der Funktion f(z) = 2.
: : b b @

Somit folgt mit Satz IV.1.7, daf [ 2*dx = [ f(z)dz = F(b) — F(a) =% — 2.

(i) F(x) = —cos(x) ist eine Stammfunktion der Funktion f(x) = sin(x) und
b

somit [sin(z) dx = cos(a) — cos(b).

(ili) Da In'(z) = L gilt fiir 0 < a <b, daff ff 2 dz =In(b) — In(a).

(vi) Sei f:1]0,2] — R definiert als

0 wenn x € [0,1]
o]

1 wennz € [1,2]

Die Funktion F(x) = [ f(t)dt sieht dann folgendermafen aus

Fla) = { 0 wenn x € [0, 1]

r—1 wennx € [1,2]

71



Offenbar ist F stetig, aber im Punkt 1 nicht differenzierbar. Die Funktion f kann
keine Stammfunktion G besitzen, da fiir diese aufgrund von Satz IV.1.7 gelten

mifste, dafs
Co wenn x € [0, 1]
G(z) =
r+c wennzx € [1,2]
mit co = G(1) = 1+ ¢1, und somit ist G in 1 nicht differenzierbar.

(v) Sei f:[0,1] — R die Dirichletfunktion

1 wennzel0,1]NQ
fz) =
0 wennx € [1,2]\Q

d.h. die charakteristische Funktion der Teilmenge {z € [0,1] | z € Q} von [0, 1].
Da in jedem nichttrivialen Intervall rationale und irrationale Zahlen liegen, gilt
fiir jede Zerlequng Z von [0,1], daf S,(f) = 0 und Sz(f) = 1, und somit ist f
nicht Riemann integrierbar.

IV.2 Integrationsregeln

In diesem Unterabschnitt diskutieren wir Techniken zur Berechnung von Integra-
len stetiger Funktionen durch Aufsuchen einer Stammfunktion, die auf der “In-
version” bekannter Ableitungsregeln beruhen. Im weiteren schreiben wir f(z) |§zz
als Abkiirzung fiir f(b) — f(a).

Satz IV.2.1 (partielle Integration)
Sei a < b und seien f,g : |a,b] — R stetig differenzierbar. Dann gilt

/ f'(@)g(x) dx = f(2)g(x) |32, —/ f(2)g (z) da

Beweis: Aufgrund der Produktregel ist fg eine Stammfunktion von f'g+ f¢'. Da
letztere Funktion stetig ist, gilt aufgrund des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung, dafl

f@(@) [ = [ F@g) + f@) @) do = [ fa)do+ [ glo)do

woraus die Behauptung folgt. U

Beispiel 1V.2.2

i) Wir berechnen das Integral fab exp(z)-x dx mithilfe der Methode der partiellen
Integration, indem wir f(x) = exp(z) und g(xr) = z setzen. Da f" = [ und
g (z) =1 gilt dann
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fj exp(x)-xdr = exp(z)-x :b — ff exp(x)-1dz
= exp(z)-x |x = — exp(x) (720 = exp(a)(e = 1) |2,
— exp(B)(b — 1) — exp(a)(a 1)

ii) Sei f stetig differenzierbar. Es gilt dann mit partieller Integration, daf

b b
/fmﬂ@m:ﬂwwj—/ﬂmﬂww

woraus folgt, dafs

Lo _ S0~ F@)?
[ @ = i = 1O SO

iii) Wir wollen fir 0 < a < b das Integral f In(x) dx berechnen. Zu diesem Zweck
instantiieren wir Satz IV.2.1 mit f(z) =« und g( ) =In(z). Es gilt dann

fln Ydr = x - In(x)

|
= (In(b) = 1)b — (In(a) — 1)a

Satz IV.2.3 (Substitutionsregel)
Seien f: [c,d] — R und g : [a,b] — R stetig mit B(g) C [c,d]. Wenn g tberdies
stetig differenzierbar ist, dann gilt

b g(b)
/f@%ﬂﬂﬁzﬂ)ﬂww

Wenn g tberdies bijektiv ist, dann gilt

B g7 1(B)
/fmm=/ F(a(t)g/(t) dt

g7 Ha)

Beweis: Sei F' eine Stammfunktion von f. Dann gilt wegen der Kettenregel, daf3

(Fog)(t) = Fl(g(t)g'(t) = fg(t)g'(t)

und somit wegen des Hauptsatzes der Differential und Integralrechnung, dafl

b g(b)
/ Flg(t)g'(t)dt = (F o g)(t) ;=0 = F(g(b)) — F(g(a)) = f(z)dx
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Beispiel 1V.2.4
i) Fir0 < a < b wollen wir das Integral f W@? gy berechnen. Sei f(z) = 2* und
g(t) = In(t). Mithilfe der Substztutzonsregel erhalten wir

/ /f Dat— " ra)de = 2O D@

g(a)

ii) Wir wollen den Flicheninhalt des Halbkreises berechnen, d.h. das Integral
f_ll V1—x22dz. Sei f(x) = V1—22 und g(t) = sin(t). Fir —1 < a <b <1

gilt dann aufgrund der Substitutionsregel, daf

f; V1—22dx = fab f(:c) dr = fgg:ll(?) f(g(®)g'(t) dt
= farcs.m(b) 1 — sin(x)? cos(x) dx

arcsin(a)

= aresin®) o922 da

arcsin(a)

Das Integral von cos(x)? berechnen wir nun mithilfe partieller Integration folgen-
dermaflen. Es gilt

ff cos(z)*dr = ff sin’(x) cos(x) dx  (part.Int.)
= sin(z) cos(z) | a=h f’@ Sin( )2 dx
= sin(x) cos(z + f sin(z)? dx

) cos(z) |~

) cos() |x:a + faﬁ cos(.:n) dx
) cos(z) |

) |z

sin(x
= sin o alizh = [ cos(x)? da

ff cos(z)? dx

x cos(x
= (sin(z) cos(z) + x

woraus wir erhalten, dafs

B 1
/ cos(x)* dr = 5 (sin(z) cos(x) + x) |©=F
und somsit
/ V1—22dr = = (m\/l—xQ—I—arcsm( ) iz Z
da sin(arcsin(z)) = x und v/1—22 = /1 —sin(arcsin(z))? = cos(arcsin(z))

Speziell fiira = —1 und b =1 erhalten wir

/ V1—2a2dr = (arcsm(l) —arcsin(—1)) =

Also hat der Halbkreis mit Radius 1 den Flicheninhalt % und somit der Einheits-
kreis den Fldcheninhalt .
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IV.3 Uneigentliche Integrale

Wir betrachten nun Integrale iiber Intervalle allgemeinerer Gestalt als [a, b].

Definition IV.3.1 Seia € R und b > a oder b = co. Sei f : [a,b[ — R integrier-
bar auf [a,c| fir alle ¢ mit a < ¢ < b. Wenn der Grenzwert lim,_,- facf(x) dx
existiert, dann heifst f uneigentlich integrierbar auf [a, b] und wir schreiben dann

/abf(x) dx fir clirﬁ /acf(:c) dx

Analog definiert man uneigentliche Integrale fiir Funktionen f :la,b] — R mit

a < b oder a = —o0, die fir alle a < ¢ < b auf [c,b] integrierbar sind, als
b b
/ f(x)de = lim+/ f(z)dx

sofern dieser Grenzwert existiert.
Fiir f :]a,b[— R definiert man fabf(x) dz als [7 f(z)dz + fcb f(z)dx, wobei
a<c<hb.

Beispiel 1V.3.2
i) Wir wollen fiir o € R das uneigentliche Integral floo x®dx berechnen.
Wenn o # —1, dann gilt fir c € [1,00[, daf

c 1
(6% xa"’ Tr=cC
¥ dr = —— | ]

1 a+1

und somit ist x® auf [1, oo uneigentlich integrierbar, wenn a+1 < 0, d.h. a < —1,
in welchem Falle flc x*dr = a;J:l
Wenn o = —1, dann gilt fir c € [1,00[, daf

/1 0 dy = /1 "L g2 = 1n(e) = n(0) = In(c)

X

und somit existiert [ x~" dx nicht, da lim, .o In(c) = co.
ii) Wir berechen das uneigentliche Integral fol ﬁ dx. Fir c €)0,1] gilt

¢ ]_ r=c
/0 N de = =21 —z| _ =2(1-V1—¢)

und somit

1
1
dr =1m2(1l —vV1—c¢c)=2
|| = =m0 - v
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Satz 1V.3.3 (Vergleichskriterium)

Seia < b bzw. b =00 und f,g : [a,b]— R Funktionen, die fir alle ¢ mit a <
¢ < b auf [a, c| integrierbar sind. Wenn |f(x)| < g(x) fir alle z € [a,b] und das
uneigentliche Integral f; g(x) dzx existiert, dann ezistieren auch die uneigentlichen

Integrale
b b
/f(x)dx und /\f(z)\dac

Beweis: Setze F(z) = [7|f(t)|dt und G(z) = [ g(t)dt fiir « € [a,b[. Die Funk-
tionen F' und G smd monoton wachsend und es g1lt

0< F(z) <G(z) < lim G(z) :/ g(x)dx

r—b—

fir x € [a, b[. Da F' monoton wachsend und beschrinkt ist, existiert lim, ,- F(z)
und es gilt

/ f(2)]dz = lim F(z) < lim G(x):/ o) da

x—b— r—b—
Sel nun
f(x) wenn f(z) >0
0 sonst
und

0 wenn f(x) >0
ror- CE
—f(z) sonst
Die Funktionen f = f* — f~ und |f| = f* + f~ sind auf allen [a, ¢] mit ¢ € [a, §]
integrierbar. Somit sind auch die Funktionen f* = 1(f+|[f]) und f~ = 3(|f|— f)
auf diesen Intervallen integrierbar. Da |fT(x)| < |f(x)| und |f~ ()| < |f(x)] fiir
alle x € [a, b] gilt, sind auch f* = |f*| und f~ = |f~| auf [a, b] integrierbar und
somit ist auch f = f* — f~ auf [a, b] integrierbar. O

Beispiel IV.3.4 Sei f : 0,00 — R : w Wir zeigen, daff das unei-
gentliche Integral foo @) gy existiert. Zu dzesem Zweck setzen wir f stetig fort
auf [O oo[ durch die Setzung f(0) =1 (da sin’(0) = cos(0) = 1). Also existiert

fo x)dx. Firbell, oo gilt

b
/ () di = —cos()-— 728 - / )

Weil 0 < LIST) = cos(1). Aus 0 < ’—wié“’”)

2, Satz 1V.3.8 und Beispz'el IVS’ 2i) existiert das Integral flooxl dx. Also exi-
stzert auch das Integml fl dx Somit existiert das uneigentliche Integral

fo r)dr = fo x)dx + fl x)dx.

cos(x)

< |71\’ gilt limy_, o, — cos(x)-
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V Reihen

Wir werden spéter sehen, dal komplizierte Funktionen f darstellbar sind als
f(x) =327 fu(x), wobei die f, einfachere Funktionen wie z.B. Polynome sind.
Viele, die sogenannten “analytischen” Funktionen, f sind z.B. darstellbar als

flx) =3 0 g ana™.
Zu diesem Zweck studieren wir als Vorbereitung in diesem Abschnitt “unendliche
Summen” > ' a,, sogenannte “Reihen”.

V.1 Grundlegende Definitionen und Beispiele
Definition V.1.1 (Reihen) Sei (ag)ren, €ine Folge in R. Fiir n € Ny heifst

n

Sp — E ag

k=0

die n-te Partialsumme. Die Folge der Partialsummen (sy) heifst (unendliche)

Reihe mit den Gliedern ag, aq, ..., ay,,... und wird mit
(e.)
>k
k=0

bezeichnet.

Die Reihe Y-, ax konvergiert, wenn die Folge (s,) der zugehdrigen Partialsum-
men konvergiert, in welchem Fall lim,, . s, die Summe der Reihe genannt und
(auch) mit >~ ai, bezeichnet wird.

Natiirlich machen diese Begriffe und Notationen auch Sinn, wenn (ay) statt bei
0 bei einer beliebigen natiirlichen Zahl ny beginnt.

Beispiel V.1.2

i) Die harmonische Reihe "7 | & divergiert gegen oo (siehe Bsp. 11.1.19(1)).

ii) Die alternierende harmonische Reihe > (_:L)n konvergiert (siehe Bsp. 11.1.19(2)).

n=1

iii) Firq € R betrachten wir die geometrische Reihe >~ ° = (zur Basis q). Fiir
q = 1 divergiert die Reihe gegen oo. Fir q # 1 zeigt man durch Induktion

tiber n, daf
n n+1
_ k¢ —1
=Ygt =T
k=0
Die Behauptung ist klar fiir n = 0 und der Induktionschritt ergibt sich aus

n+1 (g) C]nH -1 q"+1 —1 qn+2 _ qn+1 B qn+2 _1

Tl+1: =
q—1 a q—1 * qg—1 q—1

Wegen Satz I1.1.14 gilt nun, dafs

Spt1 = Spt+q
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a) Yo oq" = ﬁ, falls |q| < 1, weil dann ¢"** gegen 0 geht
b) Yo q" = o0, falls ¢ > 1, weil dann ¢"™ gegen co geht

c) firq < —1 konvergiert die Reihe nicht, weil die Abstinde aufeinander-
folgender Partialsummen immer groffer werden und somit (s,) keine
Cauchyfolge ist; da die s, (betragsmiflig) beliebig grofle positive und
negative Werte annehmen, divergiert die Reihe weder geegn oo noch
gegen —o0.

Die Aussage a) ist von zentraler Bedeutung und wird im weiteren immer
wieder implizit verwendet.

V.2 Konvergenzkriterein fiir Reihen

Satz V.2.1 (Cauchysches Konvergenzkriterium)
Die Reihe Y " a, kovergiert genau dann, wenn

n

> o

k=m+1

Ve > 0dNVn>m > N <e

Beweis: Folgt unmittelbar aus dem Cauchyschen Konvergenzkriterium fiir die
Folge der Partialsummen. ([l

Korollar V.2.2 Wenn die Rethe Y a, konvergiert, dann ist (a,) eine Null-
folge.

Beweis: Folgt unmittelbar aus Satz V.2.1, wenn man n = m + 1 betrachtet. [

Diese Implikation 148t sich nicht umkehren, wie man z.B. anhand der harmoni-
schen Reihe sieht. Die Divergenz der geometrischen Reihe >~ ¢" fir [¢| > 1
folgt unmittelbar aus Kor. V.2.2, da in diesem Fall (¢") keine Nullfolge ist.

Definition V.2.3 FEine Reihe ) -, a, heifst absolut konvergent, wenn die Reihe
>0 o lan| konvergiert.

Satz V.2.4

(1) Wenn) >, a, absolut konvergiert, dann konvergiert auch die Reihe Y ay,.

(2) Die Reihe Y, a, konvergiert genau dann absolut, wenn die Folge (3", _, |ax|)
beschrdnkt ist.
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Beweis: Die erste Behauptung folgt aus Satz V.2.1, da

n

> o

n

< Z x| =

n

> Jal

k=m-+1 k=m+1 k=m+1
fir n > m.
Die zweite Behauptung folgt aus der Tatsache, dal monoton wachsende Be-
schrinkte Folgen konvergieren. OJ

In Satz V.2.4(1) 1aBt sich die Implikation i.a. nicht umkehren, wie man anhand
der alternierenden harmonischen Reihe sieht.

Satz V.2.5 (Majorantenkriterium)
Wenn > a, absolut konvergiert und InVk > n |by| < |ag|, dann konvergiert
> > o bn auch absolut.

Beweis: Ubung! O
Durch Kontraposition erhélt man das

Korollar V.2.6 Wenn Y |b,| divergiert und 3InVk > n |by| < |ag|, dann
konvergiert >~ |an| nicht absolut.

Beispiel V.2.7 Wir betrachten die Reihe Y -, # Offenbar gilt fiir k > 2, dafs
# < ﬁ Somit konnen wir aus dem Majorantenkriterium auf die absolute
Konvergenz der Reihe ) - # schlieffen, wenn wir nachweisen konnen, daf$ die
Reihe Y12, ﬁ absolut konvergiert. Letzteres sieht man aber wie folgt. Es gilt

- 1 - 1 1 1
- = ) =1==
2R Z(H k) .
k=2 k=2
1

und somit ist Y _, W = lim,, oo 1 — % -1

Satz V.2.8 (Quotientenkriterium)

Sei (a,) eine Folge von 0 verschiedener Zahlen, sodaf$ der Grenzwert ¢ := lim,, o, |2+

an

existiert. Dann gilt
a) Yoo, ay konvergiert absolut, wenn g < 1

b) Y>> a, diwergiert, wenn q > 1.
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Beweis:

a) Angenommen ¢ < 1. Dann gilt lim,, ., ‘“221‘ = q < 1. Also gibt es ky € Ny
und ¢ € [0, 1] mit |ag1| < qlag| fir & > ko. Mit Induktion sieht man leicht, da8
lar| < @0 |ay,| fiir k > ko. Somit folgt die absolute Konvergenz der Reihe Y a,
aus dem Majorantenkriterium, da die geometrische Reihe > ¢" konvergiert, da
jalgl=q¢<1.

b) Angenommen ¢ > 1. Dann gilt lim,, ., )%) =q > 1. Also gibt es ky € Ny
und ¢ > 1 mit |ags1| > qlag| fir & > ko. Mit Induktion sieht man leicht, da8
lar| > g *|ay,| fiir k > ky. Da ¢ > 1 und |ag,| > 0, ist (az) keine Nullfolge,
woraus folgt, dafl die Reihe ) a,, nicht konvergiert. O

Warnung Im Falle ¢ = 1 148t sich keine eindeutige Aussage treffen, da sowohl
fiir die divergente harmonische und als auch die konvergierende alternierende
harmonische Reihe gilt, da8 |¢| = lim,, )‘lz—zl‘ = 1.

Ein weiteres Beispiel, wo aus diesem Grund das Quotientenkriterium versagt, ist
die Reihe > 77 | & mit a € R, da

1

lim D% — i <L) —1"=1

Beispiel V.2.9 (Exponentialreihe)
Fiir eine beliebige relle Zahl x betrachten wir die sogenannte Exponentialreihe

Yoo %T; Im Falle x = 0 ist diese Rethe trivialerweise absolut konvergent. Fiir

x #0 gilt
Z.n+1
lim % = lim =1 =0

woraus mithilfe des Quotientenkriteriums folgt, dafs die Rethe absolut konvergiert.
Wir werden spdter zeigen, dafl die durch diese Reihe definierte Funktion die
in Satz 111.4.4 gegebene Charakterisierung erfillt und somit gilt, daff exp(z) =
S o L1 fir alle z € R.

Satz V.2.10 (Wurzelkriterium)
Sei (a,) eine Folge, fiir die der Grenzwert w := lim, .o |ay|* ezistiert. Dann gilt

a) .o an konvergiert absolut, wenn w < 1
b) Y>>, a, divergiert, wenn w > 1.

Beweis:

a) Angenommen w < 1. Dann existieren kg € Ny und ¢ < 1 mit |a,|* < ¢ fiir alle
k > k. Also gilt fiir alle k > ko, daB |ax| < ¢*. Da aber Y ¢* konvergiert, weil
q < 1, folgt mit dem Majorantenkriterium die absolute Konvergenz von > a,,.
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b) Angenommen w > 1. Dann existieren ky € Ny und ¢ > 1 mit |ak\% > q fiir
alle k > ko. Also gilt fiir alle k > ko, daB |ax| > ¢* > 1. Deshalb ist (a;) keine
Nullfolge und somit konvergiert die Reihe > a,, nicht. U

Ahnlich wie auch schon im Falle des Quotientenkriteriums erlaubt das Wurzel-
kriterium keine Aussage im Falle w = lim,,_ \anﬁ = 1. Die Reihe Z% di-
vergiert und die Reihe # konvergiert, obwohl in beiden Féllen w = 1, da
lim,, o /n = 1.1

Beispiel V.2.11 Wir betrachten die Reihe Y . | . Es gilt

woraus die absolute Konvergenz der Reihe mit dem Wurzelkriterium folgt.

Satz V.2.12 (Rechenregeln fiir Reihen)
Wenn die Reihen Y a,, und Y b, konvergieren, dann konvergieren auch die Rei-

hen > a, + b, und y_ c-a, gegen . a, + Y. b, bzw. ¢ > by,.

Beweis: Unmittelbare Konsequenz von Satz I1.1.9. 0

Schwieriger ist die Frage wie man das Produkt zweier absolut konvergenter Reihen
selbst kanonisch als Reihe dargestellt werden kann. Eine Antwort darauf gibt
folgende

Definition V.2.13 (Cauchyprodukt)
Das Cauchyprodukt der Reihen > 7 ja, und Y " b, ist die Reihe Y~ cp,
wobet .
Cn = Z akbn—k = CLObn + aflbn—l + -+ anbO
k=0
fiir n € Ny.

Satz V.2.14 Fir absolut konvergente Reihen Y a, und Y b, ist ihr Cauchy-

n=0 n=0
produkt ebenfalls absolut konvergent, wobei

Zzakbn—k = Zan : an
n=0 n=0

n=0 k=0

14Es gilt — wie man leicht sieht — fiir > 0, da§ (1 +x)" > %x? Fiir g, = ¢/n — 1 gilt,
dann n = (14 g,)™ > %gﬁ und somit g2 < % Also konvergiert g2 und somit auch g,
gegen 0, wouraus folgt, daB lim,, ., {/n = 1.
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Beweis: Wir zeigen zuerst die Behauptung fiir den Fall, dafl ag, b, > 0. Es gilt
dann fiir alle n gilt die Abschétzung

Zak Zbk <ch <§ak Zbk

k=0

woraus wegen des Einschliefungskriteriums die Behauptung unmittelbar folgt.

Betrachten wir nun den allgemeinen Fall, wo Z ap, und E b, beliebige absolut
n=0 n=0

konvergente Reihen sind. Dann sind natiirlich auch die Reihen > |a,| und > |b,|

n=0 n=0

absolut konvergent Deshalb folgt aus der Uberlegung des vorigen Absatzes daB

die Reihe Z ¢ mit ¢, = Z |ak|-|bn—r| absolut konvergiert. Seien s, = Z ag,
n=0 k=0 =

= Z bk und Cp = Z akbn,k. Es gllt
k=0 k=0

oo
D &

k=n+1

n
Sn'tn - Z Cn S
k=0

Spetn, —ch

k=0

Da Z Cn, absolut konvergiert, gilt lim Z ¢ = 0 und somit lim
n=0 =0 p—n+41 n—0oo

0 woraus folgt, dafl

o0 (o) n
D @n- ) b= lim sty = lim e,
n=0 n=0 k=0
wie behauptet. 0

Mithilfe dieses Satzes kann man beweisen, daf3

xr+y)k
Zk;l |:Z%

k=0 k=0

d.h., daf} die durch die Exponentialreihe definierte Funktion tatséchlich auch das
Exponentialgesetz erfiillt. Es gilt ndmlich aufgrund des binomischen Lehrsatzes,

daB

1) k—i

k k
(z+y)* 1 LA 'y
Kl _EZO i)"Y _Zﬁ(k—@')!

1=0

da ja (]:) - i!(kkii)!'

Folgendes Kriterium erlaubt einem Konvergenz von Reihen auf die Existenz un-
eigentlicher Integral zuriickzufiihren.
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Satz V.2.15 Sei L € Ny und f : [L,00[ — R monoton fallend mit f(z) >
0 fir x > L. Dann konvergiert die Reihe > 7 . f(n) genau dann, wenn das
uneigentliche Integral fL x)dx existiert.

Beweis: Da f monoton und beschrankt ist, existiert das Integral f ; f(t)dt fiir
alle x > L und es gilt fiir natiirliche Zahlen n > L, daf}

-1

0< > < [ fa)ds Zf(k)

Wenn nun [;° f(x) dz < oo, dann ist die Folge (3>"p_; ., f(k:))n>L monoton wach-

send und beschrinkt und konvergiert somit. Also konvergiert auch die Reihe
>, f(n).

Wenn > 7, f(k ) existiert, so ist es eine obere Schranke fiir die monoton wach-
sende Folge ( f I dx) >y welche somit konvergiert. Also existiert auch das

uneigentliche Integral [ f(z) da. O

o0
Wir untersuchen nun, fiir welche o € R die Reihe ) n~* konvergiert. Wenn o <
n=1

o0

1, dann gilt n® < n' = n und somit % < ni(” weshalb die Reihe Y  n™® aufgrund
n=1

des Minorantenkriteriums divergiert. Wir betrachten nun den Fall a > 1. Sei

fa:[1,00[: x — z7®. Offenbar ist f, > 0. Es gilt f!(z) = —az~*"! < 0, woraus
folgt, dafl f, monoton fallend ist. Es gilt

o] B xl—a T=00 ' :L.l—a 1 1
T Ydr = = lim — =
1 l-—al,, soxl—-a lI-a a-1

Also konvergiert die Reihe aufgrund des Integralkriteriums im Falle a@ > 1.
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VI Funktionenfolgen und -reihen

Bislang haben wir blof§ Folgen und Reihen von reellen Zahlen betrachtet. Verall-
gemeinernd betrachten wir nun Folgen und Reihen von reellen Funktionen. Eine
besonders wichtige Klasse von Funktionreihen sind die sogenannten Potenzrei-
hen, d.h. “unendliche Polynome”. Diese sind unter anderem deshalb wichtig, weil
nach dem Satz von Taylor sich reelle Funktionen oft zumindest lokal als Potenz-
reihen darstellen lassen. Dies gilt insbesondere fiir die elementaren Funktionen
wie Exponentialfunktion, Winkelfunktionen und den Logarithmus.

VI.1 Folgen und Reihen von Funktionen

Definition VI.1.1 (punktweise Konvergenz)
Sei D C R und (f,) eine Folge von Funktionen von D nach R.
Die Folge (f,) konvergiert punktweise gegen die Funktion f: D — R, wenn fir

Vo € DVe > 03INVn > N |f,(z) — f(x)| <e
d.h. lim, . fo(z) = f(z) fir alle x € D, wofir wir abkiirzend (f,) — f schrei-

ptw.
ben.

Die Reihe Y f, konvergiert punktweise genau dann, wenn die Folge (s,) der
n=0
Partialsummen s,(x) = Y, _, fo(x) punktweise konvergiert.

Da die Grenzwerte von Folgen reeller Zahlen eindeutig sind, sind auch die Grenz-
werte von Funktionenfolgen bzgl. punktweiser Konvergenz eindeutig.

Beispiel VI.1.2 Sei D =[0,1] und f, : D — R : x> 2. Dann konvergiert die
Folge (f.) gegen die Grenzfunktion

0 z<1
€Tr) =
o-{] 15
die offenbar nicht stetig ist.

Um diesen Defekt zu vermeiden fiithren wir folgenden stéarkeren Konvergenzbegriff
fiir Funktionenfolgen ein.

Definition VI.1.3 (gleichméBige Konvergenz)
Die Funktionsfolge (f, : D — R) konvergiert gleichméBig gegen die Grenzfunktion
f:D— R, wenn

Ve >03dNVn>NVreD|f(x)— fulz)| <ce

wofir wir abkirzend ( f,) — f schreiben.
glm.

Die Funktionsreihe Y f, konvergiert gleichméBig genau dann, wenn die Folge

n=0
der Partialsummen gleichmdj$ig konvergiert.
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Offenbar folgt aus (f,) — f, daB (f,) — f. Die Umkehrung gilt aber im

glm. ptw.
allgemeinen nicht, wie man anhand von Bsp. VI.1.2 sieht. Angenommen (f,,) —
glm.

f. Dann gibt es eine natiirliche Zahl N, sodaf fiir alle n > N gilt, dal
1

Vo e [0,1] |x"—0|<§

was aber nicht der Fall ist, da die Aussage fiir x = 1{/% falsch ist.

Fiir Funktionen f : D — R kann man ihre “Norm” definieren als ||f||cc =

sup,cp f(z). Offenbar ist dann fiir f,g : D — R die Aussage Vo € D |f(z) —

g(x)| < e dquivalent zu || f — g|| < &, woraus folgt, dal (f,,) I~ f genau dann,
glm.

wenn Ve > 03N Vn,m > N ||f, — flle < &, d.h. (f,) konvergiert im Sinnne der
|| - || Norm gegen f.

Unter Verwendung dieser Norm kann man dann folgendes Konvergenzkriterium
fiir die gleichméfige Konvergenz von Funktionenreihen beweisen.

Satz VI1.1.4 Sei (f,) eine Folge von Funktionen von D C R nach R und (c,)
eine Folge in Ry, sodaf die Reihe > ¢, < oo konvergiert. Wenn || fn||oo < cp fiir

n=0

alle n, dann konvergiert die Reihe Y ¢, < 0o gleichmdfig.
n=0

Beweis: Sei x € D. Dann gilt |f,(z)] < ¢, und somit konvergiert die Reihe

> fa(z) absolut aufgrund des Majorantenkriteriums.
n=0

Sei sp(x) = > fr(z). Wir bezeichnen den punktweisen Grenzwert der Folge (s,)
k=0

mit g. Wir zeigen nun, daf§ (s,) auch gleichméfig gegen g konvergiert. Sei e > 0.

Sei d der Grenzwert der Reihe > ¢,. Es gibt ein N € Ny, soda > ¢, =
n=0 n=N+1
N
d— > ¢, < e. Es gilt dann fiir alle n > N, daf§
n=0
o) — 5.0)| = o) - S 4@ = | 3 fle)| € 3 <
k=0 k=n+1 k=n+1
fiir alle x € D. O

Beispiel VI1.1.5
(1) Sei D =R und fo(z): D — R :z— 200 Bg gilt f,(z) < 2. Da

n2

M8
%IH

i
o

konvergiert, konvergiert die Reihe Y f, gleichmdfig.
n=0
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(2) Sei D =[—a,al mit0<a<lund f,:D—R:z— x" Es gilt|f.(z)] <a"

fir x € D. Die Reihe Y a" konvergiert, da |a| < 1, und somit konvergiert die
n=0

Reihe Y f, gleichmifig gegen die Funktion g(z) = .

-z
n=0

Als néchstes zeigen wir, dafl stetige Funktionen unter gleichméfiger Konvergenz
abgeschlossen sind.

Satz VI.1.6 Sei D C R und (f,) eine Folge stetiger Funktionen von D nach R.
Wenn (f,) — g, dann ist g auch stetig.

glm.
Die analoge Aussage gilt auch fiir Funktionenreihen.

Beweis: Wir weisen die Stetigkeit der Grenzfunktion g unter Verwendung von
Satz 11.3.24 nach. Sei x € D und ¢ > 0. Da (f,,) gleichméBig gegen g konvergiert,
gibt es ein n mit ||f, — gll« < §. Da f, stetig ist, gibt es ein § > 0, sodafl
|fu(2) = fu(y)] < § fiir alle y € D mit |2 —y| < 0. Sei nun y € D mit |y — x| < 6.

Dann gilt

9(2) = 9| < l9(@) = ful@)] + fule) = Ful®)| + [faly) = 90)| < S+ 5 +5 ==

Also ist g im Sinne der e-0-Charakterisierung stetig. O

Beispiel VI.1.7 Wir betrachten die Funktion f : R — R : z — > 2. Sei
n=0

a > 0. Die Reihe Y % konvergiert absolut. Fir alle x € [—a,d] gilt |%:| < |%|.
n=0

Somit konvergiert aufgrund von Satz VI.1.4 die Exponentialreihe “:L—” auf [—a, al

gleichmdfsig gegen f. Da die Partialsummen der Exponentialreihe stetig sind und

diese Folge gleichmdf$ig gegen f konvergiert, folgt mit Satz VI.1.6, daf f auf dem

Intervall [—a, a,| stetig ist. Da dies fir alle a > 0 gilt, ist also f auf ganz R stetig.

Eine wichtige Konsequenz von Satz VI.1.6 ist, dafl Integration in folgendem Sinne
stetig ist.

Satz VI.1.8
Seia < b und D = [a,b] und (f,) eine Folge stetiger Funktion von D nach R.

Wenn (f,) =9, dann konvergiert fab fn(z) dz gegen f;g(x) dr.
glm.

Die analoge Aussage gilt auch fiir Funktionenreihen.

Beweis: Angenommen (f,) — g Wegen Satz VI.1.6 ist g auch stetig und somit
glm.

integrierbar.
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Sei e > 0. Wegen der gleichméfligen Konvergenz gibt es in N € Ny, sodaf fiir alle
n > N gilt, daB || f, — ¢]|o < € und somit auch

7) dx—/ ) da

Also konvergiert f fn(z) dz gegen f g(x O

/ o) —g(@)] dz < || fu—glloa(b—a) = £(b—a)

Beispiel VI.1.9 Wie wir in Beispiel VI1.1.7(2) gesehen haben, konvergiert auf
dem Intervall [—a,a] mit 0 < a < 1 die Funktionenreihe Y x™ gleichmdfig gegen

die Funktion 1— Umsomehr gilt dies fiir das Intervall [16_3] Wegen Satz VI.1.8
gilt nun
a 1 a © o ntl

—ln(l—a)z/o 1—:cd$:/0 ;$nd$:§/o x"dwzgn_i_l

Also st .
a”
n(l —a) nz_o _n 1

fir0<a<1.

Man mochte glauben, dafl in Analogie zu Satz VI.1.8 auch die Differentiation
stetig ist, d.h., daf§ aus (fn) — f folgt, daB (f/) — f’. Diese Hoffnung wird

jedoch durch folgendes Gegenbelsplel zunichte gemacht. Sei D = [0,27] und f, :
D—-R:zw— Sm(m . Da hm 0= = 0 und |f,| < I, konvergiert die Folge (f,)
gleichméBig gegen f( ) = O Es gilt fl(z) = cos(n:v) Fir x =0 gilt lim f/(0) =
71113010 cos(n0) =1 # 0 = f'(0). AuBerdem konvergiert lim,,_, f},(7) nﬁf d.h. die

Folge (f!) konvergiert nicht einmal punktweise.

Satz VI.1.10 Seia < b und D = [a,b] und (f,) eine Folge stetig differenzier-
barer Funktion von D nach R, die punktweise gegen eine Funktion f : D — R
konvergiert. Wenn (f!) gleichmdflig gegen g konvergiert, dann ist f differenzier-
bar mit f' = g.

Die analoge Aussage gilt auch fiir Funktionenreihen.

Beweis: Wegen Satz IV.1.7 gilt fiir alle n und alle z € D, dafl

e = @+ [ 10 a
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Weil (f!) gleichméBig gegen g konvergiert, gilt wegen Satz VI.1.8

lim xf,’l(t) dt = /zg(t) dt

Somit gilt
o) = lim fula) = lim fufa)+ Yo [ 20 de = fla)+ [ o(t)at

woraus mit Satz IV.1.7 folgt, daB8 f'(z) = g(x). O

Beispiel VI.1.11 Sei a > 0 und D = [—a,al]. Fir alle n € Ny ist die Funktion
fo: D —>R:x— zn: ”C,C—’,c (stetig) differenzierbar. Wie wir in Beispiel VI.1.7
gesehen haben, konver@?grt die Folge (f,) gleichmafsig gegen die Funktion f(z) =
i ‘% Man sieht leicht, daf f) . = fn. Also folgt mit Satz VI.1.10, dafs

n=0
ff=1lim f, = lim f,=f
wobei lim fiir gleichmdflige Konvergenz steht. Da auferdem f(0) = 1, folgt mit
Satz I11.4.4, dafl exp = f.
Da dies fiir alle a > 0 gilt, folgern wir, dajf

[e.9] n

exp(a) = Y

n=0

fiir alle x € R gilt.

In den meisten Analysislehrbiichern wie z.B. [For] wird exp(z) = Y Z; als Defini-
n=0
tion der Exponentialfunktion genommen und es werden daraus ihre Eigenschaften

entwickelt. Unsere an [MV] orientierte Darstellung folgt hingegen mehr der histo-
rischen Entwicklung, wo die Exponentialfunktion iiber die Augenblicksverzinsung
definiert wurde und erst spater durch ihre Taylorreihe dargestellt wurde.

V1.2 Potenzreihen

Eine besonders wichtige Klasse von Funktionenreihen sind die sogenannten Po-
tenzreihen, die man als eine Art “unendlicher” Polynome auffassen kann.

Definition VI.2.1 Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen und xy € R. Dann heifit

o0

Z an(x — x0)"

n=0

Potenzrethe mit Entwicklungspunkt xg.
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Folgendes sind Beispiele von Potenzreihen mit Entwicklungspunkt 0

o0 [e.e] o

VI DENCY I S B SR

Wir nehmen meist 0.B.d.A. an, dafl der Entwicklungspunkt 0 ist.

SatzooVI.2.2

Sei Y apx" eine Potenzreihe, die fir ein ¢ € R konvergiert, und r € R mit
n=0

oo o0
0 <r <|c|. Dann konvergieren die Potenzreihen » a,xz™ und > (n+ 1)a, 2™
n=0

n=0
absolut und gleichmdfig auf der Menge {x € R | |z| < r}.

Beweis: Da nach Annahme die Reihe ) a,c" konvergiert, ist die Folge (a,c")
n=0
eine Nullfolge und somit existiert ein K > 0 mit |a,¢"| < K fiir alle n. Sei r € R

mit 0 <7 < |c|.
Fir € R mit |z| < |r| gilt dann

:L‘ n
an,c" (—)
c

Da ‘f| < 1 und somit die Potenzreihe Z K ‘z |n konvergiert, konvergiert aufgrund

n

<K

T n

C

r

C

<K

|anxn‘ =

von Satz VI.1.4 die Reihe Z a,x™ gleichmafig und absolut auf {x € R | |z| < r}.
Fir x € R mit |z] < |r| gllt

AL
C
o0

Da |£’ < 1 konvergiert die Potenzreihe Y & i (n+1) |£‘n aufgrund des Quo-

K
]

|ap 1™ n

= (n+1) "

<

1z
(4D aga"| = (n+1) 2

(n+1) E

n=0
tientenkriteriums. Somit konvergiert die Reihe > (n + 1)a,;12™ aufgrund von
n=0
Satz VI.1.4 gleichméBig und absolut auf {z € R | |z| < r}. O

o
Mit Kontraposition folgt aus diesem Satz ist, dal, wenn > a,c¢" divergiert, auch
n=0

fur alle d mit |d| > |c| die Reihe Y a,d" divergiert. Dies legt folgende Definition
n=0

nahe.
Definition VI1.2.3 Fir eine Potenzreihe  a,(x—xo)" sei ihr Konvergenzradi-
n=0

us definiert als das Supremum aller |z — x|, sodaff Y ", an(x—x0)"™ konvergiert.

89



Der Konvergenzradius der Potenzreihe ) a,(x — xo)" ist diejenige Zahl p > 0,

n=1

fiir die gilt, daf§ Z an(z —xo)" konvergiert, falls |z — x| < p, und > a,(x—x0)"
n=0
divergiert, falls |x — 29| > p. Im Falle |z — xy| = p laBt sich im allgemeinen

o0

keine Aussage treffen, wie man anhand der Potenzreihe £ sieht. Fiir 2] < 1
n=1

konvergiert die Reihe > |z|" umd somit umsomehr aufgrund des Majoranten-

n=1
S

kriteriums die Reihe ) % Im Falle x+ = 1 divergiert die Reihe, also ist der
n=1
Konvergenzradius 1, aber fiir x = —1 konvergiert die Reihe.

Zur Bestimmung des Konvergenzradius erweist sich folgender Satz oft als niitzlich.

Satz VI1.2.4 Sei (ay) eine Folge reeller Zahlen, die ab einem gewissen Index von

_an

0 verschieden ist. Wenn lim

n—>

der Potenzreihe »_ apx

= p € [0, 00], dann ist p der Konvergenzradius

Beweis: Fiir x = 0 konvergiert die Potenzreihe sowieso. Fiir z # 0 gilt

+1
Apg1x" | Qn+1 an+1 |x]
Ay "™ Ay, Qn,
und deshalb .
. Apy1 2" An1 ’l’ ‘
¢ = lim |[——| = |z|- | = —
n—oo |  ApT" n—oo | Ap p

Somit gilt aufgrund von Satz V.2.8, dafl

||

e wenn [z| < p, dann ¢, = < 1 und somit }_ a,2" konvergiert

e wenn |x| > p, dann ¢, = Bp‘ > 1 und somit Y a,z" divergiert
woraus folgt, dafl p der Konvergenzradius der Reihe ) a,x™ ist. 0
Anwendungen von Satz VI.2.4 finden sich in folgendem

Beispiel VI1.2.5

1) Die Potenzreihe Y %7 hat Konvergenzradius p = lim (”:—,1)' = lim n+1 =00
n=0 n—00 n—00
2) Die Potenzreihe Z hat Konvergenzradius p = lim ”Tl =1.
:1 n—oo
3) Die Potenzreihe ;On'x hat Konvergenzradius p = hm (n+1), = nll_{go n+r1 =0.

D=

4) Die Potenzreihe z—:o 2"x"™ hat Konvergenzradius p = nh_)rgo 23% =
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Eine prézise, aber nicht immer leicht auszurechnende Formel fiir den Konvergenz-
radius stellt folgender Satz bereit.

Satz VI.2.6 Sei c = limsup {/|a,| = lim sup {/|ax| Dann ist der Konvergenz-
n—00 k>p

n—oo

radius p von Y a,x" gegeben durch

o p=o00 wenn c =10

e p=Lwenn 0 <c< oo
C

e p=0 wenn c= oo.

Beweis: Der Beweis verwendet klarerweise den Satz V.2.10. Da er jedoch etwas
aufwendiger ist, sei er dem ambitionierten Leser als Ubung iiberlassen. 0

Satz VI.2.7 (Rechenregel fiir Potenzreihen)
Seien > apz™ und > byx™ Potenzreihen mit Konvergenzradien p, und p,. Dann
gilt fir || < min(pa, ps), daff

1) > apx™ £ > by = (a, £ by)a™
2) docapx® =c- > aa”

3) (Z anx”> . (Z bnx”) = > cpx™  wobei ¢, = > agby_y.
n=0 n=0 n=0 k=0

Beweis: Die ersten beiden Behauptungen folgen unmittelbar aus Satz V.2.12 und
die dritte Behauptung folgt aus Satz V.2.14. U

Satz VI.2.8 Sei > a,z™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p > 0 und f :
|—=p,p = Rz — > aa™.

n=0
1) Dann ist f differenzierbar mit f'(x) = > (n+1)an412™ fir alle x € |—p, p|.
n=0
2) Dann ist f auf jedem Intervall [a,b] C |—p, p[ integrierbar (da stetig) und

es gilt fir alle x mit |x| < p, daf [ f(t) dt =3 [ a,t™ dt = %
n=0 n=0
Beweis: .
ad 1) : Wegen Satz VI.2.2 konvergiert fiir alle a € [0, p[ die Reihe ) (n+1)a, 12"

n=0
auf [—a, a] absolut und gleichméfig. Mit Satz VI.1.10 folgt dann aber, dafl f'(z) =

o0

> (n+ 1)ay12™, da da%fnﬂ =(n+ 1)a, 2™
n=0
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ad 2) : Auf [a,b] C |—p, p[ konvergiert die Reihe > a,z™ gleichméfig gegen f.
n=0

Also ist f auf [a, b] stetig und somit integrierbar. Sei x € R mit |z| < p. Wegen
Satz VI.1.8 gilt nun

) dt = A dt =
/f Z/a — n+1

0

wie behauptet. 0

Beispiel VI1.2.9
Fir |z| < 1 gilt f(x) = ﬁ = > z". Wegen Satz VI1.2.8 1) gilt

1 C n
(1_—37 an 1:§n+1)x

fir |z| < 1. Wegen Satz VI.2.7 1) gilt nun fir |z| <1, dafs

dona™ = > (n+1)z™— > a"
n=0 _ n:(1) 1 {1—:(01—9[:)
T (1-x)2 1—xz = (1-=x)2

T
(1-z)?

V1.3 Taylorreihen

Unter allen Funktionen auf R sind die Polynome besonders einfache, da sie mit-
hilfe der “Grundrechnungsarten” Addition und Multiplikation definiert sind. Dies
ist von grofler Wichtigkeit, wenn man Funktionen am Taschenrechner oder Com-
puter ausrechnen will. Beispielsweise kann man die Exponentialfunktion sehr ef-
fizient mithilfe der Reihendarstellung exp(z) = Y - berechnen. Fiir [z| < 1

n=0
konvergiert diese Reihe sehr schnell, da n! sehr schnell wéchst. Und dies reicht

auch, da man jede reelle Zahl y darstellen kann als y = n + x mit n € Z und
|z| <1 und somit gilt exp(y) = e¥ = "™ = e™ exp(x).

Also ist es durchaus von praktischem Interesse, wenn sich Funktionen (zumindest
lokal durch schnell konvergierende) Potenzreihen darstellen lassen. Durch iterierte

Anwendung von Satz VI.2.8 1) gilt fiir f(z) = Z anx™, daB nla, = f™(0),

d.h. a, = n>(0 Also ist insbesondere die Relhendarstellung von f eindeutig!
Wenn sich also eine Funktion f durch eine Potenzreihe darstellen laﬁt dann
durch die sogenannte Taylorreihe Z 0o ) *_ Entsprechend heifit Z 1 ) 0) ¥

k= =0
das n-te Taylorpolynom. Eine Abschatzung des dadurch auftretenden Fehlers

gibt folgender
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Satz VI.3.1 (Satz von Taylor)
Sei [ auf einem Intervall I (n+1)-mal stetig differenzierbar.
Dann gilt fir a,z € I, daf

" fk)
= Z f kfa) ' ('T - a)k + Rn-i-l(a?'x)
k=0 ’

wobei Ryi1(a, ) = & [(z—t)" f"+(¢) dt. Eine alternative Formel (nach Lagran-

ge) fir das Restglied ist R,1(a,x) = f((::rll))(,g) (x —a)™* fiir ein echt & zwischen

a und x.

Beweis: Wir beweisen die Aussage mit Induktion iiber n.
Fiir n = 0 gilt die Aussage, da f(z) a)+ f f'(t) dt aufgrund von Satz IV.1.7.

Wir nehmen als Induktlonshypothese an, die Aussage gelte fiir n. Sei f eine
(n + 2)-mal differenzierbare Funktion auf . Es gilt

Rosi(a,z) = & [(z— )" fOH(2) dt (part. Integr.)
’ n+1 t=x z T n+1 n
U P @) [ S e 1)
z—a)"tl p(p ¢
= ((n+1)l f( 1) ( ) + R”H—Q(a?x)

woraus die Behauptung fiir n + 1 mithilfe der Induktionshypothese folgt.

Fiir das Restglied nach Lagrange machen wir folgenden Ansatz. Fiir y zwischen
a und z sei

n+1

1 k T —
00) = 1) = 3 M) =) o SO

wobei ¢ so gewéhlt ist, daf g(a) = 0. Die Funktion g ist stetig differenzierbar mit

9’(3/%-2%]“““*”(@/)( YF 4 Y A )@ — )t e e

=30 L ()@ — )+ FX A - o) e
— — L () (g — ) 4 e " -

= g(a), gibt es aufgrund von Satz IH 2 3 ein & echt zwischen a und
= —LforD(E) (@ — )" + - T Also ist ¢ = fOHD(€). Aus

3??'
—

(x —a)™*!

"1, k n+1
:§Hf()(a)(x—a) + f )(é)'m
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wie behauptet. 0]

Wenn f unendlich oft differenzierbar ist und es eine Konstante ¢ > 0 gibt mit
| f™] < ¢ fiir alle n, dann gilt

]x _ |n+1

1 f c f
= _ p\n £(n+1) -~ _4n
| Rnta(a, z)] < n!/\(fﬂ O] dt < — /|37 t" dt < e—

+
Da lim c&

n—oo

=0, gilt

<) (g )
:ka!( Lo -a)

k=0

fir alle x € I.

Beispiel VI.3.2
(1) Wir betrachten die Funktion f = sin und entwicklen sie im Punkt a = 0.
Offenbar gilt

fO=gin fD=cos f@=—sin fO&=—cos fW=sin

und somit £ (0) = 0 und fC"+D(0) = (=1)". Also gilt

n .1'2k+1
flx) = Z(—l)km + Ropy2(0, )
k=0 ’
a2+

wobei |Ra,i2(0,2)] < da |f®r+2| < 1. Es geniigt v mit |v| < 7 2u

@nt1)l’

betrachten, fiir welche gilt | Roy42(0, )] < 22T1) Da nlLHQO % =0, konvergiert
die Reihe
i( Iy L2+
(2k+1)!

k=0
auf dem Intervall [—m, m| gleichmdf$ig gegen sin.
(2) Wir betrachten die Funktion In und entwickeln sie im Punkta = 1. Daln(1) =
0 gilt aufgrund von Satz VI.3.1
" Im®(1 " In®(1
( )@ — 1)+ R (1,2) = k'( )
k=0 ’ k=1 )

(z — 1)* + R,i1(1, )

Man zeigt leicht durch Induktion iiber k, daf ln(k“)(aj) = (_i—rkl und somit
In* V(1) = (=1)*k!. Somit gilt

n

In(z) = 3 U

k=1

L+ Ron(1,2)

(z— 1)+ Ry (1,2) = 3 ==
k=1
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Aus Beispiel VI.1.9 folgt, dafs

In(z) =y —¥

k=1

o

falls 0 < x < 1. Das Restglied berechnet sich wie folgt

x

1

Also gilt fiir x > 1 die Abschdtzung

[ al= )T
1 t 1

und somit lim R,1(1,2) =0, falls 1 <z < 2.
Also gilt

— X
|Rn+1(]—’ ZE)| S

dt < / [t —z|™ dt < (z—1)"**
1

In(z) = Z ——(1 _k:z)

k=1
fir x €)0,2[. Der Konvergenzradius der Reihe ist 1, da sie fir x = 0 divergiert (da

]; —% = —];1% = —00). In [For| wird gezeigt, daf$ die Reihenentwicklung

von In auch fir x =2 gilt und somit # = In(2).
k=1

V1.4 Ein Ausblick auf Fourierreihen

Funktionen, die sich durch Potenzreihen darstellen lassen, sind notwendigerweise
glatt, d.h. unendlich oft differenzierbar. Auflerdem gilt fiir nichtkonstante Po-
lynome p, da§ lim |p(z)| = oo, woraus folgt, dafl sie nicht geeignet sind, um
periodische Funf(ti%onen zu approximieren. Diese Nachteile treten nicht auf bei so-
genannten “Fouriereihen”, die von Ch. Fourier im 19ten Jahrhundert entwickelt
wurden, als er die sogenannte “Wirmeleitungsgleichung” studierte.!®

Eine Funktion f : R — R heiflt periodisch, wenn eine konstante L > 0 existiert,
soda f(x) = f(z + L) fiir alle z € R. Durch geeignete Skalierung kann man
immer erreichen, dafl die Periodenlénge L gleich 27 ist. Typische Beispiele solcher
Funktionen mit Periode 27 sind Funktionen der Gestalt

a . :
30 + kz_; ay cos(kx) + by, sin(kx)

15Die Wirmeleitungsgleichung ist eine partielle Differentialgleichung, die die Ausbreitung
von Wirme in einem erhitzten Draht beschreibt, dessen Enden durch Kiihlung auf konstante
Temperatur gehalten werden.
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die als “trigonometrische Polynome” bezeichnet werden. Eine “trigonometrische
Reihe” ist eine Reihe der Gestalt

% + Z ay, cos(nz) + by, sin(nx)

n=1

Es ist im allgemeinen sehr schwierig fiir eine vorgegebene trogonometrische Reihe
zu entscheiden, fiir welche x sie konvergiert. Wenn aber fiir eine Funktion f gilt,
daB3

flz) = %4 z": ay cos(kx) + by, sin(kx)

2
k=1

dann hat man f als eine Uberlagerung von Schwingungen ganzzahliger Frequenz
dargestellt, was in Physik und Elektrotechnik von groflem Interesse ist, insbeson-
dere weil man zeigen kann, dafl die Koeffizienten eindeutig sind und sich folgen-
dermaflen bestimmen lassen

27 27
ay, = %/f(t) cos(nt) dt b, = %/f(t) sin(nt) dt
0 0

Die zugehorige trigonomterische Reihe heifit Fourierreihe der Funktion f und
wird mit % (f) bezeichnet.

Fiir stiickweise stetig differenzierbare'® Funktionen f : [0,27] — R mit f(0) =
f(27) kann man zeigen, daf fiir alle z € [0, 27| gilt

F()(x) = fzy) JQF fla-)

wobei f(xy) = 1irr£r f(t) und f(x_) = lim f(¢). Deshalb gilt fiir solche f, die
l—x t—x—
tiberdies auf [0, 27] stetig sind, daf

fir alle z.

Beispiel V1.4.1 Betrachten wir die 2m-periodische Funktion

fz) =

h O<z<m
—h w<z<2w

wobei h > 0.

16d.h. es gibt eine Partition ag < a; < ...an—1 < a, des Definitionsbereiches von f, sodafl
die Einschrinkungen von f auf die Intervalle |ax_1, a[ alle stetig differenzierbar sind
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Die Fourierreihe von f ist

d % sin(nt)

——— = cos(nt) und sin(nm) = 0

da wegen

27
1
0 =+ / F() cos(nt) dt
T
0
T 2m

m m
0 T

1 1
= —/hcos(nt) dt — —/hcos(nt) dt

™ 2

h h
= — t) dt — — t) dt
7T/cos(n) 7T/cos(n)

0 ™

_ h sin(nt) =T h sin(nt)
7r

f(t)sin(nt) dt

27

1
hsin(nt) dt — — / hsin(nt) dt
T

2m
h
sin(nt) dt — — /sin(nt) dt
7r

St~y Ty o\‘s’

— i(— cos(nm) + cos(0) + cos(2nm) — cos(nm))

= —(1 — cos(nm))

B {0 n gerade

dh - ungerade
nm

Man beachte, daff f(nm) = h aber Z(f)(nm) = 0.
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VII Lineare Algebra

Es ist von der Schule her bekannt, daf§ die Ebene und der Raum durch R? bzw.
R3 beschrieben werden koénnen, indem man Punkte mit ihren Koordinaten bzgl.
eines orthogonalen, d.h. rechtwinkligen, Koordinatensystems identifiziert. Die we-
sentlichen Operationen auf R? und R? sind komponentenweise Addition und Mul-
tiplikation mit einem Skalar. Offenbar kann man diese Operationen auch auf R"
fiir beliebige n € N definieren, auch wenn fiir n > 4 kein (unmittelbarer) Zu-
sammenhang mit Raum und Zeit mehr auszumachen ist. Auflerdem treten in
der Mathematik oft auch unendlich dimensionale Rdume auf wie z.B. die Men-
ge C10,1] aller stetigen Funktion von [0,1] nach R, die bekanntermafien unter
punktweiser Addition und Multiplikation mit Skalaren abgeschlossen sind.
Bevor wir in voller Allgemeinheit in die lineare Algebra einsteigen, rufen wir in
den ersten beiden Unterabschnitten nochmal das Schulwissen iiber die euklidische
Ebene und den euklidischen Raum in Erinnerung.

VII.1 Die euklidische Ebene

Punkte in der Ebene werden durch Paare (z,y) € R? reprisentiert, wobei
und y als kartesischen Koordinaten des Punktes bezeichnet werden. Man kann
einen solchen Punkt auch durch seine Polarkoordinaten (r,y) € [0,00[ %[0, 27|
beschreiben, wobei der Zusammenhang durch

T =TCcoSp y=rsinp

gegeben ist. Es gilt » = (/2?2 + y2. Den Winkel ¢ bestimmt man mithilfe der

arctan Funktion, da tanp = % =

Lemma VIIL.1.1 Wenn (x1,25) = (rcosa, rsina) und (y1,y2) = (scos 3, ssin 3),
dann gilt x1y, + xoye = rscos(f — a).

Beweis: Aufgrund des Additionstheorems fiir cos gilt
cos(ff — ) = cos(3) cos(—a)) — sin(f) sin(—a) = cos a cos 3 + sin asin 3
woraus die Behauptung durch Multiplikation mit rs folgt. 0
Wir definieren nun Geraden als bestimmte Teilmengen von R2.
Definition VII.1.2 FEine Gerade in der Ebene ist eine Menge der Gestalt
{(z,y) € R?* | ax + by = ¢}

wobei a,b,c € R und a # 0 oder b # 0.
Fine Geradengleichung ax + by = c ist in Hesse Normalform, wenn a? 4+ > = 1
und ¢ > 0.

98



Falls b # 0, kann man die Gleichung az + by = ¢ umformen zu y = —fx + 7 und
analog, falls a # 0, zu x = —gy + <.

Offenbar veréndert sich die Losungsmenge der Gleichung ax + by = ¢ nicht durch
Multiplikation mit einer Konstanten A € R\ {0}. Falls ¢ > 0, erhélt man ei-

ne Hesse Normalform durch Multiplikation mit ﬁ und, falls ¢ < 0, durch

Multiplikation mit —\/ﬁ.
Intuitiv ist ein Vektor ¥ in der euklidischen Ebene eine Klasse von Strecken

mit gleicher Richtung und gleicher Linge. Er wird durch ein Paar reeller Zahlen

U= ( Zm ) (x- und y-Komponente von ¥) oder alternativ durch Strecken mit
Yy

beliebigem Anfangspunkt (x¢, yo) und Endpunkt (x¢+v,, yo+v,) dargestellt. Ty-

pischerweise wéhlt man (zg,yo) = (0,0) und somit wird der Vektor v = ( zx )
y
durch den Punkt (v,,v,) représentiert. Wir bezeichnen v = zx als Spalten-
y
vektor und (v, vy) als Zeilenvektor. Die offensichtliche Bijektion zwischen Zeilen-
und Spaltenvektoren wird mithilfe folgender Notation bewerkstelligt

o= () () =

wobei (—)7 fiir “Transposition” steht. De facto besteht kein wesentlicher Unter-
schied zwischen Punkten und ihren Ortsvektoren, die vom Ursprung nach eben-
diesem Punkt zeigen. Wir werden aber spiter sehen, dal die Schreibweise als
Spaltenvektoren sich fiir den Matrizenkalkiil als &uflerst hilfreich erweisen wird.

Rechenoperationen auf Vektoren

Seien 4 = ( Z‘T ) und ¥ = < Ve ) Vektoren im R2. Thre Summe ist definiert als
Yy

Uy
i+i= ( e 7 U >
Uy + Uy
Diese Operation der Vektoraddition entspricht geometrisch der Hintereinander-

ausfithrung der durch die beiden Vektoren bezeichneten Verschiebungen. Fiir
einen Skalar A € R sei die Skalarmultiplikation mit A\ definiert als

L[ Aug
AU = ( )\uy>

Geometrisch entspricht diese Operation der Streckung des Vektors # um den
Faktor .
Aufgrund des Satzes von Pythagoras berechnet sich die Lange eines Vektors als

lall = [lallz = Ju? + uj
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die auch als euklidische Norm von 4 bezeichnet wird. Es ist geometrisch klar, dafl
die Dreiecksungleichung
[+ ol| < fful] + |]v]|

gilt. Daraus folgt (Ubung!), da8 auch
|| — ]| = [[a]] = [|v]]

gilt. Vektoren der Léange 1 heiflen Einheitsvektoren. Thre allgemeine Form ist

( cos > mit ¢ € R. Die Vektoren

sin @
- (1 - (0
€1 = 0 €y = 1

heilen Koordinateneinheitsvektoren. Fiir jeden Vektor « in der euklidischen Ebene
gibt es eindeutig bestimmte Skalare A, u € R mit
U= \e1+ pe;
ndmlich A = u, und p = u,.
Fiir Vektoren @ und ¢ ist ihr Skalarprodukt definiert als
-0 =||ull-[|7]] - cos ¢

wobei ¢ der durch 4 und @ eingeschlossenen Winkel ist. Aufgrund von Lem-
ma VIIL.1.1 gilt
U - U= UgUy + Uyy

woraus sich unmittelbar folgende Rechenregeln fiir das Skalarprodukt ablesen
lassen

Als Spezialfall erhalten wir

. L=y
€ - €5 = 0jj = .,
0 i#]

Mithilfe des Skalarprodukts 1a8t sich der (cos des) von den Vektoren @ und ¢/
eingeschlossene Winkel(s) ¢ berechnen als

— =

u-v Ug Vg = Uy Uy

ar-nal -
||| - |7 \/(ugﬂg)(vgﬂg)

cos p =
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Offenbar gilt fiir Vektoren @, 7 # 0 = ( 8 ), daB

©-U=0 & @ und ¥ stehen senkrecht aufeinander

1

U =||d|| - ||7]|] & @ und ¥ zeigen in die gleiche Richtung

- U= —||u]| - ||| & @ und ¥ zeigen in die entgegengesetzte Richtung.
Mithilfe des Sklarprodukts 1&8t sich eine Geradengleichung
ar +by =c

in Hesse Normalform deuten als
a\ (=) _,
b y )
was besagt, da} die Projektion des Ortsvektors ( z ) auf den Einheitsvektor

( Z > gleich c ist.
Eine Gerade in Parameterdarstellung ist gegeben durch
F=ro+X-t (AeR)

wobei 7%, ein Punkt auf der Geraden ist und ¢ als ein Richtungsvektor der Geraden
zu verstehen ist, der als von 0 verschieden vorausgesetzt wird. Die Gerade selbst
ist die Punktmenge {ro + A -£ | A € R}, die durch A € R “parameterisiert”
wird. Wir diskutieren nun, wie man die zugehorige Geradengleichung in Hesse
Normalform bestimmen kann. Zu diesem Zweck bestimmen wir erst mal einen

Vektor 5= , der orthogonal zum Richtungsvektor ¢ = ix steht. Die

Sy y
naheliegende Wahl ist s, = t, und s, = —v,, da sie §-f = 0 und ||5]| = ||f]| zur
Folge hat. Der Vektor

. ﬁ ro-5>0
n= v,
—ﬁ r0-S <0

ist ein zu ¢ orthogonaler Einheitsvektor mit der Eigenschaft 7 -7 > 0, d.h. 7
ist ein Einheitsvektor, der senkrecht zur Geraden steht und vom Ursprung aus
in ihre Richtung zeigt. Der Skalar d = r - i gibt den Abstand der Geraden zum
Ursprung an. Also liegt 7 genau dann auf der Geraden, wenn 7+ 77 = d. Somit ist
n-r=d

eine Gleichung der Geraden in Hesse Normalform. Fiir einen beliebigen Punkt mit
Ortsvektor 148t sich seine Lage relativ zur Geraden folgendermafien bestimmen
U < d < Punkt liegt auf selber Seite wie der Ursprung

-1 >d < Punkt liegt auf der dem Ursprung gegeniiber liegenden Seite

TS TS T]

-1 =d < Punkt liegt auf der Geraden.
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VII.2 Der euklidische Raum

Ein Punkt im Euklidischen Raum ist gegeben durch das Tripel (z,y,2) € R?
seiner Koordinaten bzgl. eines rechtwinkligen Koordinatensystems.
Eine Ebene im euklidischen Raum ist die Menge aller Punkte (z,y, z) € R?, die
eine Gleichung

ar +by+cz=d

erfiillen, wobei nicht a, b und ¢ alle gleich 0 sind.
Eine Gerade ist der Schnitt zweier nicht paralleler Ebenen, d.h. die Losungsmenge
zweier Ebenengleichungen

ar +by +cz=d dr+by+cdz=d

wobei kein A € R\ {0} existiert mit @’ = A\a, b’ = Ab und ¢ = A¢, d.h. die beiden
Ebenen nicht parallel sind.

Ein Vektor im euklidischen Raum ist eine Klasse von Strecken gleicher Linge
und gleicher Richtung. Er wird durch ein Tripel

reeller Zahlen angegeben. Dieses Tripel reprisentiert Strecken mit beliebigem

Anfangspunkt (zo, yo, 20) und Endpunkt (xz¢ + ., yo + uy, 20 + u.). Typischer-

weise wihlt man den Anfangspunkt gleich (0,0,0) und somit wird der Vektor
Uy

= | u, | durch den Punkt (u,,u,,u,) repriasentiert. Die offensichtliche Bi-
uZ

jektion zwischen Zeilen- und Spaltenvektoren wird mithilfe folgender Notation

bewerkstelligt

T
Uy Uy
(uxvuy>UZ)T = Uy Uy = (umuyvUZ)
U, U,

wobei (—)7 fiir “Transposition” steht.
Ahnlich wie im R? definiert man im R3 die Operationen

Uy + Vg A Uy
U+7T=| uy+uvy A= A-uy
Uy + U, AUy,

fiir @, 7 € R® und X\ € R, die wiederum als Vektoraddition bzw. Skalarmultiplika-
tion bezeichnet werden.
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Die Linge von @ € R? definieren wir als

lall = [l = y/u? + uf +u2

Sie wird auch als Euklidische Norm von 4 bezeichnet wird. Offenbar gilt ||u||s =

\/(1 /u? + uZ)Z + u2, d.h. ||ul|2 ist im Sinne des Satzes von Pythagoras die Lénge
der Diagonale @ im entsprechenden Quader. Vektoren der Lénge 1 heiflen wieder-
um Einheitsvektoren und

1 0 0
e1r=1 0 es =1 1 es=1 0
0 0 1

heiBen wiederum Koordinateneinheitsvektoren. Offenbar gibt es zu jedem # € R?
eindeutig bestimmte Skalare Aj, Ay, A3 € R3 mit

U=A-€1+ -2+ A3 €3

namlich A\ = ug, Ao = u, und A3 = u,.
Das Skalarprodukt von # und v ist definiert als

-0 =||ull-[|7]] - cos ¢
wobei ¢ der von den Vektoren @ und ¢ eingeschlossene Winkel ist. Einfache
geometrische Uberlegungen legen folgende Rechenregeln nahe

woraus folgt, dafl

U-U=(Uy-€1+Uuy-€+u,-€3) (vy-€1 +v,-€+v,-€3)
= UgpVp + UyVy + ULV,

— =

Somit gilt ||ul|s = VU - u.
Wahrend das Skalarprodukt einem Paar von Vektoren einen Skalar zuordnet, kann
man im R3 eine Operation definieren, die einem Paar von Vektoren @ und @ einen
Vektor

Uxw=|F|-7
zuordnet, wobei |F| die Flache des durch ¥ und  bestimmten Parallelogramms
und 7 ein Einheisvektor ist, der auf dem Parallelogramm auf solche Weise senk-
recht steht, dafl ¢, w und 77 ein sogenanntes “Rechtssystem” bilden. Geometrische
Uberlegungen legen folgende Rechenregeln nahe
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A (Ux W)= (AN-70) xW =7 x (X W)
UX (U+wW)=uxv+udxd
(04 W) x 4= (0 x @) + (@ X )

wobei wir die letzen beiden spiter noch eingehender begriinden werden. Uberdies
folgt aus der Anforderung, dafl ¢, @ und ¢ x w ein Rechtssystem bilden, dafl

insbesondere die Beziehungen

— — — — — —

€1 X €5 = €3 €5 X €3 = €1 €3 X e =¢

gelten. Aus diesen Gesetzen 18t sich folgende Formel fiir das Vektorprodukt
durch einfache Rechnung herleiten

Uy Vg UyUy — ULV,
UxXT=1 uy | x| vy | = w0 —uzv,
U, v, Uy Uy — UyUy

némlich

(U - €1 + Uy - €3+ Uy - €3) X (V6] + V€3 + V,€3)
=y - (61 X V) +uy - (63 X V) +u, - (€3 X 0)

= Ug - ('Uz ’ (e_i X e_i) +Uy : (e_i X e_é) “+uv, - (G_i X 6_;;,))+

)
X
=1
I

~~ ~~ ~
0 €3 —€2
uy - (vg - (€3 X €1) vy, - (€3 X €3) +v, - (€3 X €3))+
~7 ~" "
—€3 0 €1

u, - (v - (€3 X €1) 4vy - (€3 X €3) v, - (€3 X €3))
—— ——— ——

€3 —€1 0

= UgUy€3 — UpV,€3 — UyUz€3 + UyV, €1 + U, V€5 — UVyE]
UyUy — U Uy

- UV — Uz Uy
Uy Uy — UyUy

Somit berechnet sich der Inhalt des von den Vektoren « und v aufgespannten

Parallelogramms Fj 7 wie folgt

|Fzz|l = U x 9] = \/(uyvz — U, 0y)? + (U U — Uy ;)2 + (UpUy — Uy, )2

Man rechnet leicht nach, dafl



Das Volumen des durch die Vektoren u, v und w aufgespannten Spats bzw. Par-
allelepipeds ist der Absolutbetrag von

—

17U

|ﬁang|:ﬁ'(6xw):|Fﬁ,1ﬂ

dem orientierten Volumen des Spats.!” Durch Ausrechnen ergibt sich die explizite
Formel

| U, U, W | = ug0yw, + Uy, Wy + UV Wy — UpVy Wy — UyUp W, — Uy Uy Wy

Spéter werden wir sehen, dafl dies mit der Determinante der 3-dimensionalen
Matrix mit Spaltenvektoren w, ¥ und w iibereinstimmt.
Wir betrachten nun die Parameterdarstellung von Ebenenen im euklidischen
Raum. Sei 74 ein Ortsvektor und seien ,t # 0 nicht-parallele Vektoren. Dann ist
durch

{7+ A§+put | A\, p € R}

eine Ebene im R? in Parameterform gegeben. Der Vektor i = §x t steht senkrecht
zu dieser Ebene. Sei 1 = :EH% wobei das Vorzeichen so gewihlt sei, dafl d =

all’
-7 > 0. Dann ist
n-r=d

die Gleichung der Ebene in Hesse Normalform.
AbschlieBend behandeln wir die Frage, wie man den Abstand zweier in Parame-
terform gegebener Geraden
g7+ My
gt T+ pt
im euklidischen Raum bestimmt. Der Einheitsvektor
t1 x 1

ﬁ:f
[[t1 X La]|

17 Aus geometrischen Griinden ist klar, daB das Spatprodukt unter zyklischer Vertauschung
invariant ist, d.h.

| 4, 0,7 | = | W,d,v | = | ¥,d,d |
da zyklische Vertauschungen die Orientierung erhalten. Uberdies gilt offenbar, da8

| ui +up, 0,4 | = (ui +u3) - (0 x @) = i - (00X @) +up - (0 x @) = |0, 0,00 | + [, 0,0
Aus diesen beiden Beobachtungen ersieht man aber sehr leicht, dafl
(U+ V) xW=uUxwW+7Txd
da fiir Einheitsvektoren e; gilt
i+ 3,06 | = | d,d.6 | + | 7,86
€ - (U x W)+ ¢ - (Uxu
w

& - ((@+7) x @)

= s
~~

X

=6 (Uxw+7T
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steht senkrecht zu beiden Geraden. Somit ergibt sich der Abstand der beiden
Geraden als

— — — |

d(91a92): |7l'7“2—ﬁ-r = ﬁ'(@—fiﬂ

VII.3 Vektorrdume und lineare Abbildungen

Um unendlichdimensionale Raume nicht auszuschlieSen und vor allem um den
Begriff unabhéngig von der Wahl einer Basis zu definieren, fithren wir folgende
abstrakte Definition eines Vektorraumes ein.

Definition VII.3.1 (Vektorraum iiber einem Korper K)
Ser K ein Korper, typischerweise R oder C, dann ist ein Vektorraum tber K
(auch genannt K-Vektorraum) gegeben durch eine Menge V' und Operationen

+:VxV =V ——KxV =V
die folgenden Aziomen geniigen
V1) u+v =v+u (Kommutativgesetz)
V2) (u+v) +w=u+ (v+w) (Assoziativgesetz)
V3) es ezistiert (genau) ein 0 € V mit 0+u=u=u+0 fir alleu eV

V4) zu jedem uw € V' existiert (genau) ein —u € V- mit u+ (—u) =0

V6) (a+ ) u=a-u+pF-u (2. Distributivgesetz)

<

7) (af)-u=a-(6-u)
V8
Die Elemente von V' heiffen Vektoren und die Elemente von K heiffen Skalare.

(

(V2)

(V3)

(V4)

(V5) a-(u+v)=a-u+a-v (1. Distributivgesetz)
(V6)

(V7)

(V8)

1 -u=u.

Fiir jede natiirliche Zahl n kann man die Menge K" folgendermafien mit einer
K-Vektorraumstruktur ausstatten

Ul + U1 Ay
Uy, + Uy, AUy,
wobei
Uy U1
U = : V=
U, Un,
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Elemente aus K" sind und A € K.

In der angewandten Mathematik ist der Kérper K meist R oder C. Aber in der
fiir die informatische Praxis duflerst relevanten Theorie der error-correcting codes
betrachtet man Vektorrdume iiber endlichen Koérpern.

Definition VII.3.2

Sei V' ein Vektorraum dann ist eine Linearkombination der Elemente x1,...,x,
ein Vektor der Gestalt \ix1 + ... \yxp, €V, wobei Ay, ..., N\, € K.

FEin Untervektorraum von V' ist eine Teilmenge W C V', die unter Linearkombi-
nationen abgeschlossen ist.

Offenbar ist ein Untervektorraum eines K-Vektorraums wieder ein K-Vektorraum,
da fiir z € W sein additives Inverses —x = (—1) -z € W. Man zeigt leicht
(Ubung!), daB8 Untervektorriume unter beliebigen Schnitten abgeschlossen sind.
Also existiert fiir beliebige Teilmengen S C V ein kleinster Untervektorraum W
von V mit S C W. Diesen nennt man lineare Hiille bzw. linearen Spann von S in
V und bezeichnet ihn mit Sp(S). Man sieht leicht (Ubung!), daB Sp(S) aus allen
Linearkombinationen von Elementen aus S besteht.

Definition VII.3.3 (lineare Unabhéngigkeit, Basis)

FEine Teilmenge S eines K-Vektorraums V' heifit linear unabhéngig, wenn fiir
paarweise verschiedene Elemente xy,...,x, € S aus Mz + -+ \,x,, = 0 folgt,
dafs alle Skalare \; gleich 0 sind.

Eine Basis eines K-Vektorraums V st eine linear unabhdngige Teilmenge B C V'
mit Sp(B) = V. Ein Vektorraum heifit endlichdimensional, wenn er eine endliche
Basis besitzt.

Wenn by, ..., b, eine (wiederholungsfreie Aufzihlung einer) Basis von V ist, dann
gibt es fiir jeden Vektor x € V eindeutig bestimmte Skalare A;,..., A\, € K
mit £ = \by + -+ + \,b,. Diese Skalare existieren, da V' die lineare Hiille von
{b1,...,b,} ist, und sie sind eindeutig, weil wegen der linearen Unabhéngigkeit
von by, ..., b, aus \iby+-- -+ \b, = & = by + - - - + b, folgt, dal alle \; = pu;,
daja (A — p1)by + -+ (A — pn)bp, = 0.

Ein typisches Beispiel einer Basis fiir den Raum K" sind die Koordinateneinheits-
vektoren ey, ..., e, wobei (e;); = d;;, d.h. die i-te Komponente von e; ist 1 und
alle anderen Komponenten von e; sind 0. Offenbar 148t sich jeder Vektor in K"
als Linearkombination der e; darstellen und aus Aje; + - - - + \,e,, = 0 folgt, daBl
alle \; = 0, also sind ey, ..., e, linear unabhéngig. Obwohl diese spezielle Basis
als “kanonisch” erscheint, gibt es doch sehr viele verschiedene Basen fiir Vek-
torraume. Wenn by, ...,b, eine Basis ist, so ist auch A\iby, ..., \,b, eine Basis,
sofern alle \; # 0. Fiir den Raum R? ist ( coser ), ( cgsﬁ ) eine Basis, sofern

sin « sin (3
die Differenz 3 — a kein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist.
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Mithilfe eines sehr abstrakten Arguments (dem sogenannten “Zornschen Lem-
ma”) kann man beweisen, dafl jeder Vektorraum eine Basis besitzt. Im Falle
unendlichdimensionaler Vektorrdume sind diese Basen nicht besonders niitzlich.
Im Rahmen der linearen Algebra interessiert man sich typischerweise fiir endlich
dimensionale Vektorrdume, fiir welche definitiongeméfl Basen existieren und sol-
che auch effektiv angegeben werden konnen. Dies wird duch folgendes Lemma
sichergestellt.

Lemma VII.3.4 (Steinitzscher Austauschsatz)

Sei B eine Basis fiir einen K-Vektorraums V und A eine linear unabhdngige
Teilmenge von V. Dann gibt es eine Teilmenge C von B, sodaff AU(B\ C) eine
Basis fir V ist und |A| = |C|, d.h. A und C gleich viele Elemente enthalten. Also
hat A héchstens so viele Elemente wie B.

Beweis: Mit Induktion iiber die Anzahl der Elemente von A. Wenn A leer ist, ist
die Behauptung trivial. Angenommen A ist nicht leer. Dann gibt es ein @ € A und
A:= A\ {a} hat ein Element weniger als A. Aufgrund der Induktionshypothese
gibt es eine Teilmenge von C' von B, soda8 AU(B\C') eine Basis ist und |A| = |C/|.
Es l&6t sich dann @ als Linearkombination } 1 Avv+ >, p\ @ Auu schreiben. Da
A linear unabhiingig ist, gibt es ein b € B\ C' mit A, # 0. Somit ist

1 Aw

b= —a— v
ITCRD DR v
weAU(B\(CU{b})))

ein Element von Sp(AU (B \ (C U {b}))). Wir setzen nun C = C' U {b}. Offenbar
gilt |C] = |A]. Weil b € Sp(AU(B\()), gilt V' C Sp(AU(B\C)) C Sp(AU(B\(C))
und somit V' = Sp(AU(B\ C)). Um zu zeigen, dal AU(B\ C) linear unabhéngig
ist, nehmen wir an ZweAu(B\C) fyw = 0. Dann gilt aber

0= ZweAu(B\C) P W + fla@
= ZweAu(B\C) Py W + g (zueAU(B\@) )‘“u)
= HaMob + D e dum o) (B + Hadw)w

Da AU (B\ C) nach Induktionshypothese linear unabhéngig ist, gilt y,\, = 0.
Da aber A, # 0, folgt p, = 0. Also gilt

0= Z Loy W

weAU(B\C)

und somit g, = 0 fiir alle w € AU (B \ C). Also sind alle j,, = 0, wie zu zeigen
war. U

Eine unmittelbare Konsequenz des Steinitzschen Austauschsatzes ist, dafi alle Ba-
sen eines endlichdimensionalen Vektorraums gleich viele Elemente haben. Deshalb
ist folgende Definition sinnvoll.
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Definition VII.3.5 (Dimension eines Vektorraums)
Fiir einen endlichdimensionalen K- Vektorraum V sei dim(V') die Anzahl der Ele-
mente einer (beliebigen) Basis von V.

Wenn nun ein endlichdimensionaler Vektorraum V' Dimension n hat, dann kann

man eine Basis folgendermafien konstruieren. Wéhle by € V'\ {0} beliebig. Wenn

b, ..., by bereits konstruiert sind und k£ < n, dann wihle by, € V\Sp({b1,...,bx})
beliebig. Nach n Schritten erhélt man so eine Basis by, ..., 0b,.

Auf dhnliche Art und Weise kann man auch fiir einen Unterraum W eines end-

lichen Vektorraums V' eine Basis konstruieren. Dieser Prozess muff nach dim (V')

Schritten abbrechen, da ja linear unabhéngige Teilmengen von W auch in V' li-

near unabhéngig sind und somit nach Satz VII.3.4 hochstens dim(V') Elemente

enthalten konnen.

Wir wenden uns nun den strukturerhaltenden Abbildungen zwischen Vektorraum-
en zu, den sogenannten linearen Abbildungen.

Definition VII.3.6 (lineare Abbildung)
Seien V und W K-Vektorrdume. Fine lineare Abbildung von V' nach W ist eine
Funktion f -V — W, sodaf
fle+y) =fl@)+fly)  wnd  fQAr) = Af(z)
fiir alle x,y € V und A € K.

Man sieht leicht ein, dafl die identische Abbildung idy : V' — V immer linear ist
und daf lineare Abbildungen unter Komposition abgeschlossen sind.

Satz VII.3.7 Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorrraum mit Basis by, ..., b,
und f 1V — W eine lineare Abbildung. Dann ist f durch f(b1),..., f(b,) eindeu-
tig bestimmt. Auflerdem existiert zu xq,...,x, € W genau eine lineare Abbildung
f:V =W mit f(b;) =x; firi=1,...,n.

Beweis: Angenommen g : V' — W ist eine lineare Abbildung mit g(b;) = f(b;)
fir ¢« = 1,...,n. Sei x € V. Dann gibt es Skalare \,...,\, € K mit z =
Aby + -+ A\pb,. Also gilt

f(@) = Af(br) 4+ 4 A f(bn) = Mag(br) + - + Ang(bn) = g(2)

wegen der Linearitdt von f und g. Also ist f = g.
Fir zq,...,z, € W definieren wir eine geeignete lineare Abbildung f durch

f()\lbl++)\nbn>:)‘1$l++>\nﬂfn

Die Definition von f ist eindeutig, da by, ..., b, eine Basis ist. Die Linearitit von
f ist leicht nachzurechnen (Ubung!) und es gilt offenbar f(b;) = z; aufgrund der
Definition von f. 0
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Definition VII.3.8 (Vektorraum Isomorphismus)

FEine lineare Abbildung f : V — W heifst Vektorraum-Isomorphismus, wenn eine
lineare Abbildung g : W — V' existiert mit go f =idy und f o g = idy.
Vektorrdume V und W heiffen isomorph, wenn es einen Isomorphismus f :V —
W gibt.

Offenbar ist ein Vektorraum-Isomorphismus immer eine bijektive Funktion. Man
sieht leicht, daf§ jede bijektive linear Abbildung f : V' — W auch ein Isomorphis-
mus ist, da f~' : W — V auch linear ist (Ubung!).

Man iiberzeugt sich auch leicht von der Tatsache (Ubung!), daf8 ein Vektorraum-
Isomorphismus Basen erhélt. Deshalb haben isomorphe endlich dimensionale Vek-
torrdume dieselbe Dimension. Folgender Satz besagt, dafl “bis auf Isomorphie”
endlich dimensionale K-Vektorrdume von der Gestalt K” fiir ein geeignetes n € Ny
sind.

Satz VII.3.9 Ein endlich dimensionaler Vektorraum V ist isomorph zu K&=(V),

Beweis: Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum und by, . . ., bgim(v) eine Basis
von V. Dann ist die lineare Abbildung f : V — K¥™V) mit f(b;) = e; ein
Isomorphismus, wobei e; der i-te Koordinateneinheitsvektor ist. 0

Definition VII.3.10 Der Kern einer linearen Abbildung f : 'V — W st die
Menge ker(f) := f~1(0) und das Bild von f ist rng(f) :={f(z) |z € V}.

Offenbar ist ker(f) ein Untervektorraum von V und rng(f) ein Untervektorrraum
von W. Man sieht leicht (Ubung!), daB f genau dann injektiv ist, wenn ker(f)
Dimension 0 hat.

Auflerdem stehen im Falle linearer Abbildungen zwischen endlich dimensionalen
Vektorrdumen Kern und Bild in folgendem Zusammenhang.

Satz VII.3.11 (Dimensionsatz)
Wenn f :V — W eine lineare Abbildung zwischen endlich dimensionalen Vek-
torrdumen ist, dann gilt dim(ker(f)) 4+ dim(rng(f)) = dim(V).

Beweis: Sei B; eine Basis fiir ker(f). Wegen Satz VII.3.4 kann man B; zu einer
Basis B von V' erweitern. Wir schreiben By fiir B\ By und V; fiir Sp(B;). Offenbar
gilt dim(V') = dim(V;) + dim(V3).

Jeder Vektor x € V lafit sich auf eindeutige Weise schreiben als x = 1 + x5
mit x; € V;. Aus diesem Grund ist V5 isomorph zu rng(f). Somit ist dim(V3) =
dim(rng(f)). Da auch dim(V;) = dim(ker(f)), gilt somit dim(V) = dim(V;) +
dim(V3) = dim(ker(f)) + dim(rng(f)) wie behauptet. O
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VII.4 Matrizen

In diesem Abschnitt fithren wir einen Formalismus ein, der es erlaubt, lineare
Abbildungen zwischen endlich dimensionalen Vektorrdumen in kompakter Form
zu reprasentieren. Aus Satz VII.3.9 wissen wir, dal endlich dimensionale K-
Vektorrdume von der Gestalt K" sind. Also reicht es, lineare Abbildungen f :
K" — K™ zu betrachten. Aufgrund von Satz VII.3.7 ist f eindeutig beschrie-
ben durch f(eq),..., f(e,), wobei ey, ... e, die Koordinateneinheitsvektoren des
Raums K" sind. Wir kénnen nun f durch das rechteckige mxn Zahlenschema

a1 G2 -+ Qin
A Qg1 G2 -+ d2n
- : (aZ]>Z:1’.. ,m
j=1...,n
Am1  Am2 Qmn
a1j
.. . . A2; . .
reprasentieren, dessen j-te Spalte , gleich f(e;) ist. Solche mxn Zah-
Ay

lenschemata nennen wir mxn Matrizen und bezeichnen die Menge aller mxn
Matrizen mit K" . wobei m die Anzahl der Zeilen und n die Anzahl der Spalten
angibt. Offenbar ist nun

fla)i = ajm;
j=1

€

x
fir x = ,2 . Die Verallgemeinerung dieser Idee fithrt zur Matrixmultipli-

Tn
kation, die es erlaubt Hintereinanderausfithrung linearer Abbildungen in Termen
der ihnen assoziierten Matrizen auszudriicken (siche Satz VII.4.2).

Definition VII.4.1 (Matrixmultiplikation)
Seien A € K und B € K, i.e.

A=(ai)j—1, .m B=0r)j=1
jzla"'an kzl,,p
dann ist thr Matrixprodukt AB = C € K?  definiert als

n

Cik = E aijbjp

J=1

firi=1,....mundk=1,...,p.
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Indem wir z € K" als Element von K auffassen, kénnen wir die mit A € K,
assoziierte lineare Abbildung f : K® — K™ definieren als

f(z) = Az
fir x € K". Es gilt nun

Satz VII.4.2 Seien A € K! und B € KP und f: K" — K™ bzw. g : K — K"
die assoziierten linearen Abbildungen. Dann ist fog die zu AB assoziierte lineare

Abbildunyg.

Beweis: Fiir x € K? gilt

n n

(f(g(z))i = Z aij(9(x)); = @ij Z kLl = Z Z ijbjrty = Z CikTk
Jj=1 j=1 k= k=1 j=1 k=1
wobei ¢;;, das i-te Element der k-ten Spalte von C' = AB ist. O

Eine Konsequenz dieses Satzes ist, dafl fiir Matrizen A, B und C, fiir die die
Kompositionen AB und BC' definiert sind, gilt, da8 (AB)C' = A(BC'), d.h. die
Matrizenmultiplikation ist assoziativ, wannimmer sie definiert ist.

Jedoch ist die Multiplikation quadratischer Matrizen im allgemeinen nicht kom-
mutativ, wie man anhand des folgenden Beispiels

)G ()6

Die zur identischen Abbildung auf K" assoziierte Matrix ist

und wird als n-te Einheitsmatriz bezeichnet. Alle ihre Eintrage sind gleich 0 aufler
auf der Diagonalen, wo sie gleich 1 sind. Fiir Matrizen A € K?, und B € K? gilt
offenbar

Al, = A und I,B=1HB

d.h. Einheitsmatrizen verhalten sich als (eine Art) neutraler Elemente bzgl. der
Matrixmultiplikation.

Die Menge K" der mxn Matrizen tréagt iiberdies die Struktur eines K-Vektorraum,
wobei fiir

A=(ay)i—1 . m
j=1...,n
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ihre Summe als

A—i—B:(aij—i-bij) m

n

i=1,...,
j=1..
und fiir A € K die Skalarmultiplikation

AA=(Na)i—1 o

j=1....n

definiert sind. Die entsprechenden Operationen auf der Menge Homg (K", K™)
linearen Abbildungen von K™ nach K™ sind durch

(f+9)(x) = f(z) + g(x) (Af)(@) = Af(z)
gegeben.
Wenn fi, fo: Vi — V5, g: U — Vi und h : V5 — W lineare Abbildungen sind, so
gilt
(it fo)og=fiog+ faoyg ho(fi+ fa)=hofi+hof

wie man leicht nachrechnet (Ubung!). Entsprechend gelten fiir Matrizen (passen-
der Dimension) die beiden Distributivgesetze

(A1 + A2)B=A1B+ AyB C(Ay + Ay) =CA + CA,

Fiir jeden K-Vektorraum V' triagt somit die Menge End(V') = Homg (V, V') nicht
nur die Struktur eines K-Vektorraums (bzgl. punktweiser Addition und Skalar-
multiplikation), sondern auch eine durch Komposition gegebene assoziative Ver-
kniipfung, die idy als neutrales Element hat und mit der Vektorraumstruktur
durch die Gesetze

(ALfi 4+ A2fa)g = A fig + Aafog h(Afi + Aafa) = Mhfi + Aol fa

verbunden ist.

Ein Element f € Endg (V) heifit invertierbar, wenn ein g € Endg (V') existiert,
sodafl gf = idy = fg. Ein solches ¢ ist eindeutig, falls es existiert, und wird mit
! bezeichent.

Im Falle V= K" {ibertréagt sich dieser Begriff auf quadratische nxn Matrizen.

Definition VII.4.3 (reguldre Matrizen)

Fine Matriz A € K. heifit invertierbar bzw. regulér, wenn ein B € K existiert
mit AB = I, = BA, welches wir mit A~ bezeichnen und die zu A inverse Matrix
nennen.

Wir beschlieflen diesen Abschnitt mit Einfithrung einer allgemeinen Transpositi-
onsoperation, die sich spéter als niitzlich erweisen wird.

Definition VII.4.4 Fir A € K sei die transponierte Matriz definiert als

y m
in K.
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VI1I.5 Basistransformationen

Die Reprisentation einer linearen Abbildung f : K” — K™ durch eine mxn
Matrix A = (a;;) héngt wesentlich ab von der Wahl kanonischer Basen fiir K"
und K™, nadmlich der durch die Koordinateneinheitsvektoren gegebenen. Seien

nun aber uq,...,u, bzw. vy,...,v, beliebige Basen von K" bzw. K™, erhalt
man eine Darstellung von f bzgl. dieser Basen durch die Matrix T-1AS, wobei
S=(uy |- |u,) und T = (vq | --- | v,) die reguléren Matrizen sind, die den

Basiswechsel beschreiben.

VII.6 Determinanten

Man sieht einer quadratischen Matrix nicht sofort an, ob sie regulér ist. Eine
effektive Moglichkeit dies festzustellen besteht darin, ihre Determinante zu be-
rechnen, da sich herausstellen wird, dafl eine quadratische Matrix A genau dann
regulér ist, wenn ihre Determinante det A # 0.

Fiir eine 2x2 Matrix A = (an a12) ist ihre Determinate definiert als

Q21 A22
aix a2
det A = = 11922 — Q12421
a21 A2

Man sieht leicht, dafl det A = 0, falls die Spaltenvektoren von A linear anhéngig
sind. Durch einfache Fallunterscheidung (Ubung!) sieht man, daf aus det A = 0
auch folgt, dafl ein Spaltenvektor aus dem anderen durch Multiplikation mit einem
Skalar entsteht.
ai; Qr2 a3
Fiir 3x3-Matrizen A = | as; ago ao3 | ist det A definiert als das Spatprodukt
a31 a3z 0ass
ihrer Spaltenvektoren, d.h.

a1; Aaiz2 i3 a a a a a
22 2 12 1 12
det A = g1 Q92 Q923 = a1 det 3 —a91 det 3 —I—a31 det
a3z a33 32 Aa33 22

az1 az2 ass3
Aufgrund der geometrischen Interpretation des Spatprodukts ist klar, daff det A =
0 genau dann, wenn die Spaltenvektoren linear abhéngig sind.
Fiir den Fall allgemeiner nxn Matrizen ist die Definition etwas komplizierter und
Bedarf eines gewissen Vorbaus.

Definition VII.6.1 (Permutationen, Signatur)

Fiir eine natiirliche Zahl n bezeichne S, die Menge der Permutationen der Men-
ge {1,...,n}, d.h. der Menge der bijektiven Abbildungen von {1,...,n} nach
{1,....n}. Die Signatur von & € S, ist definiert als o(x) = ] T2="U)

11 i—j
1<i<j<n
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Offenbar ist |o(7)| immer gleich 1. Ein Fehlstand von 7 ist ein Paar (i,j) mit
1 <i<j<n,sodaB 7(j) < m(i). Man sieht leicht, daf o(7) genau dann gerade
ist, wenn die Anzahl der Fehlstéinde von 7 gerade ist. Eine einfache Rechnung
iberzeugt einen davon, dafl o(my o m) = o(m)o(m) und o(id) = 1. Also ist
o(r™!) = o(m).

Mit (ij) bezeichne man diejenige Permutation, die ¢ und j vertauscht und alle
anderen Elemente von {1,...,n} unverdndert 148t. Permutationen dieser einfa-
chen Gestalt nennt man Transpositionen. Fiir 1 < i < j < n ist die Anzahl der
Fehlsténde der Transposition (ij) gleich (j —¢)+ (j —i —1), also ungerade. Wenn
T = Tp O --- 07, wobel die 7; Transpositionen sind, dann ist o(7) = (—1)™.

Definition VII.6.2 (Determinante)

Fir A = (ag); 1 p, ist ihre Determinate definiert als det A = |A| =
. 7=1,....n

> o(m) IT aingiy-

TESy i=1

Durch (geduldiges) Nachrechnen sieht man, dafi die allgemeine Definition fiir die
Spezialfille n = 2,3 mit den obigen ad hoc Definitionen iibereinstimmt.

Ohne Beweis sei hier folgender Satz angefiihrt, der das oben im Falle n = 3
beobachtete Schema verallgemeinert.

Satz VII.6.3 (Laplacescher Entwicklungssatz)
Fir A e K gilt

a) det A = 3 (=1)" . q;; - det A;; (Entwicklung nach i-ter Zeile)

7=1

b) det A =3 (=1)" - a;; - det Zij (Entwicklung nach j-ter Spalte)
i=1

wobei Zij diejenige (n — 1)x(n — 1) Matriz ist, die aus A durch Streichung der
i-ten Zeile und j-ten Spalte hervorgeht.

Weitere niitzliche Eigenschaften von Determinanten sind in folgendem Satz zu-
sammengefaflt.

Satz VII.6.4
a) det I =det(eq]...|le,) =1
b) det ist in jeder Spalte linear, d.h

det(an| ... [aj—1] > Aibilajal - |an)
1=1

= Z /\1 det(a1| Ce |aj_1|bz-|aj+1| Ce |6Ln)
=1
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c) det(aq|...|ai|...|a;j|...|an) = —det(a]...|a;|...|a;|...|an)

d) det AT =det A  (daraus folgen analoge Aussagen fiir Zeilen (z.B. ist det
auch in jeder Zeile linear).

e) det(A- B) =det(A) - det(B)

Beweis: Die ersten vier Behauptungen folgen relativ unmittelbar aus der Defini-
tion und Satz VII.6.3. Wir beweisen nun Behauptung e) unter Verwendung der
Aussagen b)-d). Seien aq, ..., a, bzw. by,...,b, die Spaltenvektoren von A bzw.
B. Dann sind Aby, ..., Ab, die Spaltenvektoren von AB. Also gilt

det(AB) = det(Aby | -+ | Ab,) = det (0 by | -+ | 57, bpnaig) 2
e b b det(ag, | - | ag,) 2
= ,%;n br(uy - - - by det(anry | - | ney) 2
= 3 o(@)bai - bruyn det(ay | -+ | a,) = det(A) det(BT) 2
= det(A) degfgi)

Aus ¢) folgt, dafi die Determinante gleich 0 ist, wenn zwei verschieden Spalten
gleich sind. Dies rechtfertigt Schritt (1). Durch mehrfache Anwendung von c)
folgt, daBl det(ar(1) | -+ | arn)) = o(m)det(ay | - - - | an). Dies rechtfertigt Schritt
(2). O

Zuerst sei bemerkt, dafl die Anforderungen a), b) und c) die Abbildung det :
K" — K eindeutig festlegen. Bedingung b) besagt, dafi det in jeder Spalte linear
ist. Deshalb ist die Funktion det festgelegt durch ihr Verhalten auf Matrizen,
deren Spaltenvektoren alle Koordinateneinheitsvektoren sind. Aus c) folgt, daf
eine solche Matrix Determinante 0 hat, wenn ein Koordinateneinheitsvektor in
mehreren Spalten vorkommt. Sofern aber in den Spalten alle Koordinatenein-
heitsvektoren vorkommen, l&8t sich mithilfe von a) und ¢) bestimmen, ob die
Determinante 1 oder —1 ist, denn es gilt det(eq) | -+ | €xm)) = (7).

Aus Satz VII.6.3 folgt, dafl det A = 0, wenn einer der Zeilenvektoren oder einer
der Spaltenvektoren gleich 0 ist. Daraus folgt mit b), dafl die Determinante einer
Matrix sich nicht &ndert, wenn man zur i-ten Spalte ein Vielfaches der j-ten
Spalte addiert, sofern i # j. Somit ist die Determinante einer Matrix, deren
Spaltenvektoren linear abhéngig sind, gleich 0. Wenn aber die Spaltenvektoren
von A linear unabhéngig sind, dann ist A invertierbar und somit gilt wegen e),
daBl 1 = det(I,) = det(AA™!) = det(A)det(A™!), und somit det A # 0. Also
haben wir soeben folgenden Satz bewiesen.

Satz VII.6.5

FEine quadratische Matriz ist genau dann invertierbar, wenn det A # 0.
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Eine konkrete Formel zur Berechnung inverser Matrizen stellt folgender Satz be-
reit.

Satz VII.6.6 Sei A = (a;;) eine invertierbare nxn Matriz, dann berechnet sich
die dazu inverse Matrixz nach der Formel

A_l - (—1)i+j det gji
- det A 1=1,...,n

j=1,...,n

Beweis: Die Formel ist sinnvoll, da nach Satz VII.6.5 die Matrix A genau dann
invertierbar ist, wenn det A # 0.

. . . . . IR —1)*+i det A
Das Element in der i-ten Zeile und j-ten Spalte der Matrix AA~! ist k; aik()de%

Im Falle i = j ist dies wegen Satz VIIL.6.3 a) gleich % = 1. Wenn i # j, dann
ist wegen Satz VIL.6.3 a) die Summe Y a;x(—1)**7 det ij = det B, wobei B
k=1
diejenige Matrix ist, die aus A hervorgeht, indem man die j-te Zeile durch die

1)k det A,
i-te Zeile ersetzt. Da dann det B = 0, gilt 1;16%( L de]tiftAJ’“ = j‘;:ﬁ == =0.

O

ail a2

Fiir eine invertierbare 2x2 Matrix A =
a21 A2

) berechnet sich also ihre in-

verse Matrix nach der Formel

Al — 1 Q22  —a12

det A \—a21 an
Die Formel fiir inverse Matrizen ist auch die Grundlage der als Cramersche Regel
bekannten Methode zur Losung eines linearen Gleichungssystems Ax = b im

Falle, daf3 A invertierbar ist. Es gilt dann némlich, dal x = A~!'b die eindeutig
bestimmte Losung von Az = b ist, d.h.

. " (—1)i+jbj det A/ji . det(a1 | s |CLZ'_1 | b | a;11 ‘ . 'CLn)
b= Z det A N det A

wobei a; der j-te Spaltenvektor von A ist. Da die Berechnung von Determina-
ten jedoch sehr aufwendig ist (n-n! Multiplikationen und (n — 1)n! Additionen)
und auflerdem numerisch instabil ist, verwendet man in der Praxis eher das im
iibernéchsten Abschnitt vorgestellte Gaufische Eliminationverfahren, das schon
aus der Schule bekannt ist.

VII.7 Elementare Umformungen von Matrizen

Um Matrizen ohne Berechnung von Determinanten zu invertieren und um li-
neare Gleichungssysteme zu losen, sind elementaren Umformung von Matrizen
unerléflich.
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Definition VII.7.1 (elementare Umformung einer Matrix)
Unter einer elementaren Zeilen- bzw. Spaltenumformung einer Matriz versteht
man eine Operation folgender Art

(1) multipliziere eine Zeile bzw. Spalte mit einem von 0 verschiedenen Skalar

(2) addiere zur i-ten Zeile bzw. Spalte das A-fache der j-ten Zeile bzw. Spalte,
wobei i # j.

Man iiberzeugt sich leicht davon (Ubung!), da Zeilen- bzw. Spaltenumformun-
gen durch Multiplikation von links bzw. rechts mit einer geeigneten reguldren
Matrix bewerkstelligt werden konnen. Man sieht auch leicht (Ubung!), daB sich
Vertauschungen von Zeilen bzw. Spalten durch eine Hintereinanderausfithrung
von Zeilen- bzw. Spaltenumformungen bewerkstelligen lassen.

Satz VII.7.2
Jede Matriz A € K™*™ [Gf$t sich durch elementare Umformungen auf die Gestalt

I, 0 bri
0 o) bringen.

Beispiel VII.7.3

@)

— O
N——

1 1 - 1 1 - 1 0 — 1

(*) von der zweiten Zeile wird die erste abgezogen
(**) von der zweiten Spalte wird die erste abgezogen

(***) die letzte Spalte wird mit —5 multipliziert

b)

11 1 1 1 1 11 1
101|~10 =1 0|~[0 =1 0]~
21 2 0 —1 0 o 0 o/ ®
1 0 1 1 0 0 100
w0 =1 0]~ (0 =1 0] ~ [0 10
D\o 0o o/ "™ \o o o/ " \o o o

(*) zur ersten Zeile wird die zweite Zeile addiert (**) von der dritten Spalte
wird ie erste subtrahiert (***) die zweite Spalte wird mit —1 multipliziert
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VII.8 Matrixinversion durch Zeilenumformungen

Wegen Satz VII.3.11 ist eine quadratische Matrix genau dann invertierbar, wenn
ihre Spaltenvektoren linear unabhéngig sind. Da wegen Satz VII.6.4 gilt det A =
det AT ist also A genau dann reguldr, wenn ihre Zeilenvektoren linear unabhéingig
sind.

Diese Beobachtung erlaubt uns, fiir invertierbare Matrizen A ihre inverse Matrix
A durch eine Abfolge von Zeilenumformungen zu berechnen. Zu diesem Zweck
startet man mit der n x 2n Matrix(A|l,) (vgl. Bsp. VIL.8.1). Nun fiihrt man so
lange Zeilenoperationen auf beiden Matrizen parallel aus, bis auf der linken Seite
die Einheitsmatrix [,, steht, d.h.

=I,

wobei die E; die den Zeilenumformungen entsprechenden invertierbaren Matrizen
sind. Alsoist B, ... E; = A~!, d.h. A~!ist der rechte Teil der am Ende erhaltenen
n X 2n Matrix.

1 0 1
Beispiel VII.8.1 Die Ausgangsmatriz sei A = [0 0 1|. Wir fihren nun
2 10
folgende Schritte aus
101100 1 0 1 1 00
001 |01O0]~1]00 1 0 10
210001/ @\o1 —2] 201
10 1 1 00
~ 0 1 =2 -2 01
= \0 0 0 10
10 0 1 -1 0
~ 10 1 =2 —2 0 1
=9 \0 0 1 1 0
1 00 1 0
~ 10 1 0 1
C=\0 0 1 0

(*) von der 3. Zeile wird das Doppelte der 1. Zeile subtrahiert
(**) 2. und 3. Zeile vertauschen

(***) von der 1. Zeile wird die 3. Zeile subtrahiert

(*¥*%) zur 2. Zeile wird das Doppelte der 3. Zeile addiert

1 -1 0
Also ist die Inverse A~ = | =2 2 1
0 1 0
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Anhand des Beispiels sieht man die Vorgangweise. Man bringt zuerst den linken
Teil sukzessive auf obere Dreiecksform, d.h. links unterhalb der Diagonalen sind
alle Eintrage gleich 0, und in der Diagonalen stehen lauter len. Dies ist immer
moglich, weil andernfalls die verbleibenden Zeilenvektoren linear abhéngig wéren
im Widerspruch dazu, da Ej, ... E1 A immer invertierbar ist und somit ihre Zei-
lenvektoren linear unabhéngig sind. Sobald aber im linken Teil unterhalb der
Diagonalen lauter Oen stehen und die Diagonale mit lauter len besetzt ist, kann
man analogerweise den linken Teil durch sukzessive Zeilentransformationen auf
die gewiinschte Gestalt I,, bringen.

VII.9 Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem bestehend aus m linearen Gleichungen in n Varia-
blen ist eine Vektor-Gleichung der Form

Arx =0

wobei A € K? und b € K". Konkreter und weniger kompakt schreibt sich so ein
System als

a1 + a12T9 + -+ AipnTy, = bl
a91T1 + Qo2%y + -+ +  QAopXn, = b2
Am1T1 + GmaZs + -0 Gpp®y = bm

Durch eine geeignete Abfolge von Zeilenumformungen und Spaltenvertauschun-
gen 148t sich A in eine Matrix A = (A;;) transformieren, sodafl

(1) @;; =0 wenn j < ¢ und
(2) aus a;; = 0 folgt, dal a;; = 0 fiir alle j > 1.

Somit existiert eine reguldre mxm-Matrix F, die die Zeilenumformungen bewerk-
stelligt, und eine Permutation m € S,,, die die Spaltenvertauschungen wiederspie-
gelt, sodaf N

A=FAP

wobel P = (e;-1(1) | €x-1(2)) | -+ | €x—1())”. Da PT = P71, gilt dann
A=ETAP"

und somit B ~
Ar=b<= E'APTz =b<— APTx = Eb
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Also ist Ax = b dquivalent zu APTy = g, wobei b := Eb. Da PTa = | ... , ist

nun Ax = b dquivalent zu dem linearen Gleichungssystem

'ClexW(l) + 5121}(2) + -+ zilrzx7r(n) = 91
A21Tx(1) + (Tm2) + - + dopTrp) = by
Up1Tr(l) + Gmalae) + 0+ ApnTrmn) = b

Aufgrund der speziellen Gestalt der Matrix A kann man nun die Losungsmenge
folgendermaflen bestimmen. Sei k der grofite Index mit ag, # 0. Wenn b, #£ 0 fiir
einen Index ¢ > k, hat das System keine Losung. Andernfalls bestimmt man aus

Ak Tr(k) + Z Uriltm(iy = Di

i=k+1
den Wert von x.) als

by~ G

Tr(k) = = — = Tn(i)

Ukl Ty Ok
wobei die Variablen Zr(x41),...,Zrmn) als Parameter fungieren. Sukzessive be-
rechnet man x.;—1) aus der (k — 1)-ten Gleichung usw. bis man bei Tr(1) an-
gelangt ist und somit die xy (). .., Zrx) als Linearkombinationen der Parameter
Tr(k+1), - - - » Tn(n) bestimmt hat. Diese Félle treten typischerweise auf bei Geraden-

und Ebenengleichungen.

Die eben beschriebene Vorgangsweise ist unter dem Namen Gaufisches Elimi-
nationsverfahren bekannt, das wir nun durch nachfolgende Beispiele illustrieren
wollen.

Beispiel VII.9.1

(1) Zuerst betrachten wir den Fall eines eindeutig losbaren Systems.

1 8 —4 1 2

5 0 © To = 1

0 -3 2 T3 -3
1 8 -4 T 2
0 —40 26 To = -9
0 -3 2 T3 -3
1 8 -4 T 2
0 —40 26 To = -9
0 0 % T3 —%
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woraus man die Werte

pae B
BT 9
1 26 - 93 93-13—-9 1209 — 9
“__E(_%T)__ 0w - W
4.93

x1:2+8-30—T:242—186:56
rekursiv berechnet.

(2) Im Falle einer Geraden im euklidischen Raum lduft das Gaufssche Eliminia-
tionsverfahren hinaus auf eine Beschreibung der Geraden in Parameterform
wie man anhand des folgenden Beispiels sieht

woraus sich rekursiv

y=14=z2

r=—z
ergeben in Abhdngigkeit von z.

(3) FEin Beispiel fiir ein unldsbares lineares Gleichungssystem ist folgendes

11 1
12 <x): 1
1 1)\ 2
11 1
0 1 (x): 0
1 1)\ 2
11 . 1
01 (): 0
0 0/ \Y 1
welches unlosbar ist, da 0 -y =0 # 1 fir alle y.

122



Abschlie3end mochten wir anhand eines Beispiels demonstrieren, welche Proble-
me bei der numerischen Behandlung linearer Gleichungssysteme enstehen kénnen.

Beispiel VII.9.2 Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

0.005 1\ (z\ (0.5
1 1) \y) 1
dessen eindeutige Lisung v = % und y = % 18t.
Wenn wir hingegen den Gaufl Algorithmus einfach stur anwenden und mit Gleitkomma-

Arithmetik auf 2 Stellen genau rechnen,erhalten wir

(07 a0) ()= (50)

dessen Losung © = 0 und y = 0.5 ist.

VII.10 Eigenwerte

Sogenannte Eigenwerte quadratischer Matrizen erweisen sich als niitzlich bei der
Diskussion lokaler Extrema von reellen Funktionen in mehreren Variablen und
beim Losen von (linearen) Differentialgleichungen. Innerhalb der linearen Algebra
spielen sie eine Rolle bei der Diagonalisierung symmetrischer Matrizen.

Definition VII.10.1 (Eigenwerte)

FEin Eigenwert einer Matriz A € K ist ein A € K, sodaff Ax = Az fir ein
x € K"\ {0}. Ein solches x heifst ein zu A gehoriger Eigenvektor von A. Wir
nennen ker(\l, — A) den Eigenraum von .

Offenbar ist A genau dann ein Eigenwert von A, wenn der Kern von A\, — A
nichttrivial ist, d.h. A\I,,— A nicht invertierbar ist. Also ist A genau dann Eigenwert
von A, wenn det(A\l, — A) = 0.

Definition VII.10.2 (charakteristisches Polynom)
Das charakteristische Polynom von A € K ist Pa(\) = det(Al,, — A).

Offenbar hat das charakteristische Polynom einer nxn Matrix den Grad n. Die
Nullstellen von Py sind die Eigenwerte von A. Wenn P4 n verschiedene Nullstellen
A1, ..., A\, hat, dann hat K" eine aus Eigenvektoren bestehende Basis 1, ..., z,,
wobei x; ein Eigenvektor zu ); ist. In diesem Fall (Ubung!) gibt es eine regulire
Matrix T, sodaB T AT = (\;d;;).

Im Falle K = C hat P4 aufgrund des Fundamentalsatzes der Algebra mindestens
einen Eigenwert sofern n > 0. Wenn K = R, dann braucht A keine reellen Eigen-
werte zu haben auch wenn n > 0. Z.B. hat die der Drehung um den Winkel ¢

entsprechende 2 x 2 Matrix
cosp —singp
siny  cosp
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genau dann einen reellen Eigenwert, wenn ¢ € 7Z. Die der Drehung um 90°

entsprechende Matrix A = (0

1 _01) hat das charakteristische Polynom

_ A =LY
PA()\)—det<l )\)—)\ +1
dessen Nullstellen ¢ und —¢ sind. Ganz allgemein gilt fiir A € R?, daf§ die Null-

stellen von P4 unter Konjugation abgeschlossen sind, da die Koeffizienten von
P, alle reell sind und somit aus P4(\) = 0 folgt, daB P4(\) = Pa(A) =0 = 0.

Beispiel VII.10.3 Wir studieren nun allgemein den Fall von 2x 2 Matrizen mit

FEintrigen in R. Sei A = an am) , dann gilt
Q21 a22

_ . _ A —an —ai2
Pa(N\) = det(A — A) = det ( Cam A a22)
= M — (a11 + an) + ar1a2 — a12a2;

= A2 —tr(A)\ + det(A)

wobei fiir nxn Matrizen A der Skalar tr(A) = Y ay; als Spur bzw. Trace von A
i=1
bezeichnet wird. Die Nullstellen von P4 sind dann

M = % (tr(A) + /tr(A)? — 4det(A)>

Also hat A genau dann reelle Eigenwerte, wenn tr(A)* > 4det(A).

Quadratische Matrizen A, B € K heiflen dhnlich, wenn eine reguliare Matrix T’
existiert mit B = T—'AT. Es gilt nun

Lemma VI1.10.4 Ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom
und somit dieselben Figenwerte.

Beweis: Angenommen A und B seien dhnlich. Dann existiert eine regulare Matrix
T mit B =T"'AT. Da T regulir ist, gilt det(7") # 0. Also ist det(T!) = detl(T).
Es gilt nun

Pu(\) = det(M,, — B) = det(A,, — T-1AT) = det(T (M, — A)T) =
= det(T71) det(A\ — A) det(T) = det(\ — A) =

Pa(N)
wie behauptet. O

Die Berechnung von Eigenwerten einer Matrix ist im allgemeinen nicht einfach,
da das Auffinden von Nullstellen von Polynomen im allgemeinen nicht leicht ist.
Fiir Matrizen besonderer Gestalt lassen sich Eigenwerte allerdings oft einfach
ablesen.
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Definition VII.10.5 Sei A = (a;;) eine nxn Matriz. Dann ist A eine obere
bzw. untere Dreiecksmatrix, wenn a;; = 0 fir i < j bzw. ¢ > j, und A heifft
in Diagonalform, wenn sie sowohl obere als auch untere Dreicksmatrix ist. Die
Matriz A heifit diagonalisierbar, wenn eine requldre Matrixz T existiert, sodajs
T—YAT in Diagonalform ist.

Wenn A = (a;;) eine (obere oder untere) Dreiecksmatrix ist, dann gilt

PA(\) = det(M — A) = ﬁ()\ — ay)

=1

d.h. die Eigenwerte von A sind genau die Diagonalelemente von A. Fiir eine solche
Matrix A gilt dann

n

det(A) =[] wnd  tr(4) = Zn: by

i=1
wobei Ay, ..., \, die Eigenwerte von A sind.
A ... 0
Wenn A diagonaliserbar ist, d.h. T7'AT = | : .. : |, dann ist T'(e;) ein
0 - A\,

zu \; gehoriger Eigenvektor. Aber Dreiecksmatrizen miissen i.a. nicht diagonali-
serbar sein wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel VII.10.6 Die Matrix A = ist eine (obere) Dreiecksmatriz und

11
0 1
thr einziger Eigenwert ist 1. Der zu 1 gehdrige Eigenraum ist die Ldsung des
linearen Gleichungssystems

r+y = x
y =y

ndmlich {(g) |z € K} Also ist A nicht diagonalisierbar, weil K* keine Basis

aus Figenvektoren von A besitzt.

Es ist jedoch so, daf§ viele in der Praxis haufig auftretende Matrizen diagonali-
sierbar sind wie z.B. die im Abschnitt VII.12 studierten symmetrischen Matrizen.

VII.11 Orthonormalbasen

x;y;. Offenbar hat
1

Fiir z,y € C" definiert man ihr Skalarprodukt als (x | y) =

n

(2

dieses Skalarprodukt folgende Eigenschaften
() (z+ylz)=(=l2)+ {2
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(2) Az [y) =AMz [y)

3) (ylz)=(zly).
Offenbar folgt daraus auch (z | z+y) = (z | z)+(z | y). Jedoch gilt im allgemeinen

nicht, daB (z | Ay) = Mz | y), wohl aber (z | A\y) = Xz | y).
Wenn man das Skalarprodukt einschriankt auf R™ gilt jedoch, dafl das Skalarpro-

dukt in beiden Argument linear ist und auflerdem symmetrisch in dem Sinne, dafl
(e ]y)=(y|2).

Definition VII.11.1 (orthogonal, orthonormal)

Vektoren x und y in C™ heiflen orthogonal, wenn (x | y) = 0. Die Lange eines
Vektors x € C™ ist definiert als ||z||a = /(2 | ).

Eine Teilmenge S von C" heifst orthonormal, wenn verschiedene Vektoren aus S
orthogonal zueinander sind und fir alle x € S gilt (x | ) = 1. Eine Orthonor-
malbasis ist eine Basis, die als Menge orthonormal ist.

Offenbar ist (x | z) = > x;7; = _ |#5]*> > 0, weshalb es Sinn macht die Quadrat-
i=1 i=1
wurzel zu ziehen. Man beachte, da8 fiir Vektoren im R? oder R? unsere Definition
der Lange mit der Euklidischen Lénge iibereinstimmt.

Um nachzuweisen, dafl der in Def. VII.11.1 eingefiihrte Langenbegriff verniinftige

Eigenschaften hat, ist folgendes Resultat essentiell.

Lemma VII.11.2 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Es gilt

[z [ y)] < [lzll2lly]l2
fiir alle z,y € C™.

Beweis: Wenn x oder y gleich 0 ist, gilt die Ungleichung trivialerweise, da beide
Seiten gleich 0 sind. Wir nehmen also 0.B.d.A. an, dafl  und y von 0 verschieden

sind. Also sind auch ||z||; und ||y||2 von 0 verschieden. Sei \ := % Es gilt nun
0<(z—Aylz—Ay)=(x]z)+ Ny |y) =My |z) =Nz |y) =
= (x| SC>J<F‘A>(<SC||>Z/> — My |x) =M [y) = (@ |x) =My | x) =
— TYy)\ylr
= (o [2) — =g
und somit

Kz [y = (x| y)y | z) < (x| z)(y|y)

woraus durch Quadratwurzelziehen die Behauptung

(@ [ 9| < [lll2lly]l2
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folgt. U

Man kann nun fiir x,y # 0 den von z und y eingeschlossenen Winkel definieren
als arccos %
Mithilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung kann man nun nachweisen, dafl

|| - ||2 die Eigenschaften einer Norm auf dem Vektorraum R™ bzw. C" hat.

Satz VII.11.3 Die Abbildung || - || von R™ bzw. C" nach R erfillt die Eigen-
schaften einer Norm, d.h.

(N1) ||z||2 > 0 und ||x||s = 0 genau dann, wenn x =0
(N2) [[Az[[z = |A] - ||l
(N3) |z + yll2 < [l]l2 + [lyll2

Beweis: Der Nachweis der ersten beiden Eigenschaften ist einfach und bleibt dem
Leser iiberlassen.

Fiir den Nachweis der Ungleichung (N3) verwenden wir die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung. Seien x,y € C". Dann gilt

(rtylety) =@|z)+(y|ly) +{x|y) + Y|z
= [l2|l3 + Iyl + (= [ y) + (y | )
<=5+ [lyll5 + [z [ )]+ [y | )]
< =[5 + [lyl[5 + 2[lll2[|y]|2

= (|z]l2 + [|yl]2)?

woraus nach Ziehen der Quadratwurzel die behauptete Ungleichung folgt. U

Man sieht leicht (Ubung!), daB eine orthonormale Teilmenge S von C" notwen-
digerweise linear unabhéngig ist. Also ist eine Orthonormalbasis des C" eine
maximale orthonormale Menge.

Offenbar bilden die Koordinateneinheitsvektoren eq, ..., e, eine Orthonormalba-
sis des C". Es gibt aber auch ein Verfahren, das fiir eine linear unabhéngige
Teilmenge von C” eine orthonormale Menge mit gleicher linearer Hiille konstru-
lert.

Satz VII.11.4 Seien die Vektoren by,...,b, in C" linear unabhingig. Dann
existiert eine orthonormale Menge {vy,... v} in C* mit Sp({by,...,bn}) =

Sp({v1, .-+, Um}).

Beweis: Offenbar mufl gelten m < n. Wir argumentieren mit Induktion iiber
m. Der Fall m = 0 ist trivial. Angenommen die Behauptung gelte fiir m < n.
Seien by, ..., by, byyq linear unabhéingig. Aufgrund der Induktionshypothese gibt
es eine orthonormale Menge vy, ..., v, mit Sp({b1,...,bn}) = Sp({v1, ..., vn}).
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m

Sel U1 = b1 — O (bms1 | Ug)vk und vy = H;‘tm:llH?' Offenbar gilt fiir
k=1 "
k=1,...,m, dal (upms1 | vx) = 0 und somit auch (v,41 | vk) = 0. Also

ist {v1,...,Um, Ums1} orthonormal. Da Sp({by,...,b,}) = Sp({v1,...,vm}) und
Sp({Ul, cee sy Uy Um-l—l}) = SP({Ula <oy Uy um—‘rl}) = Sp({vh <oy Umy, bm+1})7 fOlgt

Sp({v1, -+ Uy Ut ) = Sp({v1, -« o, Uiy by 1) = Sp({b1, - -+, by, b1 } O
Aus dem Beweis dieses Satzes a8t sich folgende Konstruktion der vy, ..., v, aus
bi,...,b, ablesen

Uy = b1 V1 = _H1711H2

U, Z (b | VYUK Uy 1= Hu“ﬁ

welche unter dem Namen Gram-Schmidt Verfahren bekannt ist.

Abschlielend sei bemerkt, daf fiir eine Orthonormalbasis vy, ..., v, des C" gilt,
daB z = > (z | vp)vy fiir alle x € C™.
k=1

VII.12 Symmetrische Matrizen und Quadratische Formen

Definition VII.12.1 (symmetrisch, orthogonal, hermitesch, unitér)

Eine Matriz A € R? heifft symmetrisch, wenn A = AT, d.h. a;; = aj; fiir alle
1<i<j<n, und A heifit orthogonal, wenn A= = AT,

Fiir eine Matriz A = (a;;) in C sei ihre adjungierte Matrix A* = (aj;) € C,
definiert als aj; = @z;. Die Matriz A heifst hermitesch, wenn A* = A, und A heifit

unitér, wenn A~ = A*.

Fiir A € R} ist “symmetrisch” &quivalent zu “hermitesch” und “orthogonal”
daquivalent zu “unitar”. Offenbar ist eine n x n Matrix genau dann orthogonal
bzw. unitédr, wenn ihre Spalten eine Orthonormalbasis des R™ bzw. des C" bilden.

Der folgende Satz garantiert unter anderem die Diagonalisierbarkeit von symme-
trischen und hermiteschen Matrizen.

Satz VII.12.2 (Hauptachsentransformation)

Fir jede symmetrische Matrix A € R gibt es eine orthogonale Matriz S, sodafs
S—1YAS in Diagonalform ist. Auflerdem gibt es zu jeder unitiren Matriz A € C*
eine hermitesche Matriz S, sodaff S~YAS in Diagonalform ist.

Beweis: Zuerst beobachten wir, dafl eine Matrix A € C! genau dann hermitesch
ist, wenn (Az | y) = (x | Ay) fiir alle z,y € C™.

Sei A € C ein Eigenwert von A und z ein zugehoriger Eigenvektor. Es gilt dann
Mz | z)={Av|2)=(Az | y) = (v | Az) = (x | M\z) = X | z), woraus folgt,
daB A reell ist, d.h. A = X, da (z | z) # 0.
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Sei E={recC'|d=Az}undV =FE+t={2e€C"|Vye€ E (z|y)=0} An-
genommen z € V und y € F. Dann gilt (Az | y) = (x | Ay) = (x| \y) = 0. Also
ist Az € V fiir alle x € V. Also ist Ay : V' — V wieder ein hermitescher linearer
Operator auf den wir die Induktionshypothese anwenden kénnen. Man wéhle eine
Orthonormalbasis S; fiir £/ und eine Orthonormalbasis S, fiir £ bestehend aus
Eigenvektoren fiir A, die aufgrund der Induktionshypothese existiert. Dann ist
S = 51 U .S, eine Orthonormalbasis fiir C", die ausschliefllich aus Eigenvektoren
von A besteht. O

Wir diskutieren nun den in der Praxis wichtigen Fall symmetrischer 2x2 Matrizen
in folgendem

a

Beispiel VII.12.3 Sei A = mit a,b,c € R. Wenn ¢ = 0, dann ist A

c
b
bereits in Diagonalform und man wdhlt S = Iy. Wir nehmen also 0.B.d.A. an, dafs
¢ # 0. Das charakteristische Polynom von A ist dann Pa(\) = (A—a)(A—b)—c* =
A2 — (a+b)A + ab — ¢*. Also sind die Eigenwerte von A

a+b (a —b)?

Ay = +
1,2 9 4

und N\ # g, da & > 0 und somit auch \/@ +c2 > 0. Ein zu \; gehoriger

Eigenvektor (J:Z) ist bestimmt durch das lineare Gleichungssystem

%

+ 2

ari +cy; = N
cri +by; = Ay

Da c # 0, gilt y; = )"'C_“:UZ-. Also ist etwa <zl> =1\ c_ a) ein von 0 verschiede-

ner Figenvektor zum Eigenwert \;. Nun gilt aber

(zl> . (;2) 262+()\1—a)(/\2—a) 202+a2—(/\1—|—)\2)a+/\1)\2 =
1 2
:02+a2—(a+b)a+%—%—c2:
=c+a*—(a+ba+ab—c* =

=0

Somit ist

T o
g — \/mf—i-y% \/x§+y§
- Y1 Y2

Vit /33

eine geeignete orthogonale Matriz, d.h.
A0
1 0_ (M
STHAS = (O )\2)
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Eine symmetrische Matrix A € R induziert eine sogenannte “quadratische Form”

Qs R*"—>R:zw— 2l Az = Z i T;T
ij=1
Beispielsweise ist Q;, (z) = 2Tz = Z 2?2 und es gilt ||z||3 = Qr,(x). Die Matrix

A heifit positiv bzw. negativ deﬁmt wenn Qa(z) > 0 bzw. Q4(x) < 0 fir alle
x € R"\ {0}. Wegen Satz VII.12.2 kann man nun eine orthogonale Matrix S
finden mit

AN - 0
STTAS = | .o
0 - A\,
wobei Ay, ..., A, die Eigenwerte (mit Vielfachheit) von A sind. Fiir einen Eigen-

wert A spannen die i-ten Spalten von A mit A\; = A\ den Eigenraum von \; auf.
Man sieht nun leicht, dafl A positiv bzw. negativ definit ist, wenn alle \; > 0
bzw. alle \; < 0 sind. Die symmetrische Matrix A heifit indefinit, wenn A echt
positive und echt negative Eigenwerte besitzt.

Abschlielend préasentiern wir das Kriterium von Hurwitz, das es einem gestattet
eine symmetrische Matrix auf positive Definitheit zu {iberpriifen ohne alle ihre
Eigenwerte zu bestimmen.

Satz VII.12.4 (Hurwitzsches Kriterium)
Eine symmetrische Matriz A € R} ist genau dann positiv definit, wenn

aix - Qi
det| : -, ] >0
@iz o Qg
firallei=1,...,n
Bewezs: Wir nennen
a1 A1k
My (A) = :
(751 ALk

den k-ten Hauptminor von A. Das Hurwitzsche Kriterium besagt also, dafl eine
symmetrische Matrix genau dann positiv definit ist, wenn die Determinaten aller
Hauptminoren echt positiv sind.

Angenommen A ist positiv definit. Dann sind alle ihre Hauptminoren auch positiv
definit und haben somit eine echt positive Determinante.

Die Riickrichtung beweisen wir durch Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist die Be-
hauptung klar. Sei nun A € R™1 i1 eine symmetrische Matrix, deren Hauptminoren
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alle eine echt positive Determinante haben. Aufgrund der Induktionshypothese
ist somit M,,(A) positiv definit. Es existiert somit eine Basis vy, ..., v, vyq1 des
R™*! sodafl die Darstellung von A bzgl. dieser Basis gleich

A1 0 b
A =

0 An bp

by ... b, by
ist, d.h. v; ist Eigenvektor zu \; fiir ¢ = 1,...,n, und v; - v; = 0 falls ¢ # j.
Wir betrachten nun die Basis uy, ..., up, Uy, wobei u; = v; fiir i = 1,...,n
und U1 = Upgr — Y. i—’;uk Es gilt dann fir ¢ = 1,...,n, dal u; - Au, =

k=1

k=1"" k=1 ’
Eigenvektor von A zu einem Eigenwert A, ;. Die Darstellung von A bzgl. der

Basis uq, ..., Uy, Uy, ist dann

A ... 0 0
Al/: S

0 An O

0 ... 0 Ao

Es gilt dann A;... A\ A1 =det A” =det A > 0. Da A ...\, = det M,,(A) > 0,
folgt dann A,.; > 0. Weil M, (A) positiv definit ist, sind Aj,..., A, > 0. Also
sind alle Eigenwerte von A echt positiv und somit ist A positiv definit. O

Um nun fiir eine vorgegebene symmetrische Matrix A € R} zu iiberpriifen, ob
sie positiv definit, negativ definit oder indefinit ist, geht man wie folgt vor. Man
berechnet det M;(A),. .., M,(A). Wenn alle det Mj(A) positiv sind, ist A positiv
definit. Da A genau dann negativ definit ist, wenn —A positiv definit ist und
det My (—A) = (—=1)*det My(A), kann man feststellen, ob A negativ definit ist,
indem man iiberpriift, ob det My(A) > 0 fiir gerade k& und det My(A) < 0 fiir
ungerade k. Wenn dies auch nicht der Fall ist, dann ist A indefinit, wenn det A #
0, und andernfalls ist einer der Figenwerte von A gleich 0. In diesem letzten Falle
mufl man alle Eigenwerte berechnen, um festzustellen, ob A nicht doch indefinit
ist.
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VIII Funktionen mehrerer reeller Veranderlicher

In diesem Abschnitt betrachten wir Funktionen f : D — R™ mit D C R", wobei
n und m beliebige natiirliche Zahlen sind. Zuerst miissen wir kldren, was es heifit,
daB Folgen im R™ konvergieren. Basierend darauf definieren wir, was es heifit, dafl
eine Funktion f : D — R™ mit D C R" stetig bzw. differenzierbar ist. Es wird
sich herausstellen, dafl die Ableitung von f an der Stelle a € D i.a. nicht mehr
blof} eine Zahl, sondern vielmehr eine m x n Matrix ist, die diejenige linear Ab-
bildung beschreibt, die die Funktion z — f(x) — f(a) am “besten approximiert”.
Unter Verwendung dieser Ableitungen werden wir Kriterien fiir die Existenz loka-
ler Extrema von Funktionen in mehreren reellen Verdnderlichen angeben. Weiters
diskutieren wir Bedingungen, unter denen implizit definierte Funktionen existie-
ren und differenzierbar sind, ndmlich den Satz {iber implizite Funktionen. Dieser
wird verwendet, um die Methode der “Lagrangeschen Multiplikatoren” zu recht-
fertigen, die es einem erlaubt Extrema unter Nebenbedingungen zu berechnen,
eine Aufgabenstellung die in der Praxis vielfach auftritt.

VIII.1 Konvergenz im R”

Um iiber Konvergenz im Vektorraum R™ sprechen zu konnen, bedarf es eines
Abstandsbegriffs, der den Absolutbetrag im Falle von R auf geeignete Art und
Weise verallgemeinert.

Definition VIII.1.1 (Norm)
FEine Norm auf einem R-Vektorraum V ist eine Abbildung || - || : V — R, sodaf

(N1) ||z|| > 0 und ||z|| = 0 genau dann, wenn x =0
(N2) [ Az]] = [A] - [[]]

(N3) |z +yll <[l + [lyl].

fiir alle x,y € V und X € R.

Auf dem R-Vektorraum C'[0, 1] der stetigen Funktionen von [0, 1] nach R hat man

1
die Norm ||f||c = sup |f(x)|, genannt Supremumsnorm, und die Norm ||f||; =
z€[0,1]

1

1
[|f(z)| dz. Ohne Beweis fithren wir hier auch die Norm ||f|]s = 4/ [ f(2)? d=
0

0
an, die die Euklidische Norm verallgemeinert.

Beispiel VIII.1.2 (Normen auf C[0,1])
Sei f, € C[0,1] definiert als f,(x) = x™. Offenbar ist || fulloo = 1 fiir alle n € Ny.
1

Jedoch ist || ful|y = [ 2™ dv = 5 fiir alle n € No.
0
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In folgendem Beispiel fithren wir die Normen auf R" ein, die im Verlauf der
Vorlesung betrachtet werden.

Beispiel VIII.1.3 (Normen auf R")

Dafg || -]z : R* - R : @ — fa?+ .-+ a2 eine Norm ist, haben wir in
Satz VII.11.3 gesehen. Andere Normen auf R™ sind

lelle = forf 4o A za - und 2]l = max Jail
wofiir der Nachweis reine Routine ist. Uberdies erfiillt die Norm || - || nicht nur

(N3), sondern sogar die stirkere Ungleichung ||z + yl|oo < max(||z]|oo, [|Y]]oo)-
Es gelten folgende Abschdtzungen zwischen diesen Normen

el < llzlh < n-flelle und  l2floo < [z < Vi [l2]lo

fiir beliebige x € R™.

Fiiri € {1,2,00} sei d; : R" x R" — R definiert als d;(z,y) = ||z —y||;- Man zeigt
leicht, dafl diese d; sogenannte Metriken sind, d.h. Abbildungen d : R" x R* — R,
die folgende drei Axiome erfiillen

(M1) d(x,y) > 0 und d(z,y) = 0 genau dann, wenn = = y

(M2) d(x,y) = d(y,z)
(M3) d(z,y) < d(x,2) +d(z,y)

wobei (M3) als Dreiecksgleichung bekannt ist.

Um den Begriff der Konvergenz befriedigend kléren zu konnen, fiithren wir einige
“topologische” Begriffe ein, wobei || || eine beliebige Norm ist. Wir werden spéter
zeigen, daf (die meisten) diese(r) Begriffe von der Wahl dieser Norm unabhéngig
sind.

Definition VIII.1.4 (Inneres, Rand, Abschluf})

Fir e > 0 und x € R™ nennen wir U.(z) = {y € R* | ||z —y|| < e} die
e-Umgebung von .

Fir M CR" sei M :={x € M | Je > 0 U.(x) € M} die Menge der inneren
Punkte von M.

Ein Randpunkt von M C R" ist ein x € R™, sodaf jede e-Umgebung von x sowohl
Punkte aus M als auch Punkte aus CM enthdlt. Wir bezeichnen die Menge der
Randpunkte von M mit OM .

Fiir M C R" nennen wir M = MUOM = {x € R" | Ve > 03y € M ||z —yl|| < ¢}
den Abschlufl von M.
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Obwohl natiirlich U.(x) von der Wahl der Norm || - || abhéngt, sind M , OM und

M unabhingig davon, ob wir fiir die Norm || - ||2, || - ||1 oder || - ||oc Wihlen.

Beispiel VIII.1.5 Sei M :=]0,1[U]1,2] C R. Dann ist

o —

M=10,1[Ul1,2[ oM ={0,1,2} M =]0,2]

und es gilt M =10,2[ # M. Also ist i.a. das Innere des Abschlusses einer offenen
Menge nicht gleich threm Inneren.

Definition VIII.1.6 (offen, abgeschlossen, beschriankt, kompakt)
Ser M C R"™. Dann heifit M

e offen, wenn M = ]\o/[

e abgeschlossen, wenn M = M

e beschrinkt, wenn Ir > Vo € M ||z|| <r

e kompakt, wenn M beschrdnkt und abgeschlossen ist.

Offenbar ist M, die grofite in M enthaltene Menge und . M die kleinste M enthal-
tende abgeschlossene Menge. Der Rand 0M = M NCM.

Beispiel VIII.1.7 Die Menge [0, 1] ist beschrinkt, aber nicht abgeschlossen, al-
so nicht kompakt. Die Menge | — 00, 0| ist abgeschlossen, aber nicht beschrinkt.
Mengen der Gestalt [a,b] sind kompakt.

Definition VIII.1.8 (Konvergenz in R")
FEine Folge (x)) tm R™ konvergiert gegen a € R", wenn

Ve > 03NVE > N |jla — || < €

wofir wir abkiirzend lim x = a schreiben.

k—o00

Der Konvergenzbegriff dndert sich nicht, ob wir || - ||2, || - ||1 oder || - ||cc wihlen
(Ubung!). Das folgende Lemma fiihrt die Konvergenz im R™ auf die Konvergenz
in R zuriick.

Lemma VIIL.1.9 Eine Folge (1*))en im R™ konvergiert genau dann im Sinne
der Norm || - ||oc gegen a € R, wenn lim Z’Z(k) =aq; fir allei=1,...,n.

k—o0
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(k) _

Beweis: Da |z;] < ||z]|s, folgt aus klim ) = q, daB klim x; = a; fiir alle
1=1,...,n.
Fiir die Riickrichtung nehmen wir an lim xgk) =q; firallei =1,...,n.Seie > 0.

k—o0
Dann gibt es fiir alle 7 = 1,...,n ein N;, sodal Vk > N; ]xgk) — il < €. Sei

N := max N;. Es gilt dann fiir £ > N, daB ||z — a||,c = max |x£k) —a <e.
1<i<n 1<i<n

Also gilt klim z®) = q. O

Satz VIII.1.10 (Bolzano-Weierstra8) Jede Folge (x*)) im R", die bzgl. der Norm
|| ||oc beschrinkt ist, besitzt eine im Sinne der Norm || - || konvergente Teilfolge.

Beweis: Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber n.

Fiir n = 1 miissen wir zeigen, dafl jede beschrinkte Folge in R eine konvergente
Teilfolge besitzt. Sei also (x,,) eine Folge, deren Glieder alle in [a, b] liegen.

Wir definieren eine Folge von Intervallen [a,, b,], soda$ fiir alle n folgende Bedin-
gungen gelten.

(1) b, —a,=2""(b—a)
(2) [an,by] 2 [ant1, bpsi]
(3) es gibt unendlich viele k mit xy € [a,, by].

Wir setzen ag = a, by = b. Wenn fiir unendlich viele k gilt =y € [a,, @}, dann

setzen wir a,,1 = a, und b, = % Anderfalls setzen wir a,,, = % und

b1 = bn.

Sei f : Ng — Ny rekursiv definiert als f(0) = 0 und f(n + 1) = min{k €
No | f(n) < kAap € [ang1,bp41]}. Da f streng monoton wichst und (z(,))
eine Cauchyfolge ist (da xfq) € [an,by]) ist, ist somit (x(,)) eine konvergente
Teilfolge von (x,).

Nehmen wie als Induktionhypothese an, die Behauptung gelte fiir n. Sei (X(k), Yr)
eine bzgl. der Supremumsnorm beschrinkte Folge in R"*! = R” x R. Dann ist
(x(*)) eine im Sinne der Supremumsnorm beschrinkte Folge im R™ und (yj,) eine
beschriankte Folge in R. Aufgrund der Induktionhypothese existiert eine im Sin-
ne der Supremumsnorm konvergente Teilfolge (x**)) der Folge (x*)). Da auch
die Folge (y,) in R beschrinkt ist, existiert aufgrund des Satzes von Bolzano-
Weierstrafl eine konvergente Teilfolge (ykij). Also konvergiert auch die Folge

(injaykij) in R""!. Diese Folge ist also eine konvergente Teilfolge der Folge
(X(k)ayk)' O

Dieser im allgemeinen sehr niitzliche Satz erlaubt uns zu beweisen, daf alle Nor-
men in folgendem Sinne dquivalent sind.
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Satz VIIIL.1.11 Fir jede Norm || - || auf dem R™ gibt es c¢,d > 0, sodaf
¢ [lzflee < 2|l < d - 2]o
fiir alle x € R™.

Beweis: Fiir d wahlen wir n - max;<;<,, ||e;||. Aufgrund von (N3) gilt fiir beliebige
x=(x1,...,2,) € R" daBl

2l < ol - Hleall 4+ - - 4 o] - [lenl] < d - [[2]]o

Wir definieren ¢ als inf{||z|| | ||z||«c = 1}. Wenn dieses ¢ > 0, dann gilt fiir x # 0,
daB

T
1] oo
und fiir x = 0 gilt die Ungleichung trivialerweise.
Wir miissen also nur noch zeigen, dafl ¢ > 0. Sei (xy) eine Folge in {x € R" |
l|z||lc = 1} mit ]}L11010||xk|] = ¢. Wegen Satz VIII.1.10 koénnen wir 0.B.d.A. an-

[lz]] = []]]oc - > [[]]o - ¢ = ¢~ [[]]oo

nehmen, da (z5) im Sinne der Supremumsnorm konvergiert. Der Grenzwert a
dieser Folge ist notwendigerweise von 0 verschieden, da sonst ||zx||o < 1 fiir ein
geeignetes k € N. Somit ist ||a|]| # 0. Da die Norm || - || die Eigenschaft (N3)
erfiillt, gilt |[|u|| — [[v]|| < |[u — v]| fir alle u, v € R™. Somit gilt fiir alle k, daB

[llall = llzell] < [la = @xl| < d-[la— 2zl

woraus folgt, dafl ¢ = klim l|zx]| = ||al| # 0. O

Da wir alle Normen auf R" wie in Satz VIII.1.11 beschrieben gegeneinander
abschétzen konnen,

sind Begriffe wie offen, abgeschlossen, Rand und Konvergenz
von der Wahl der Norm unabhingig.

Wir beschlieen diesen Unterabschnitt mit der Diskussion des Begriffs Haufungs-
punkt.

Definition VIII.1.12 (Haufungspunkt)

Ein Haufungspunkt einer Menge M C R™ ist ein x € R"™, sodafs in jeder e-
Umgebung von x unendlich viele Punkte von M liegen. Wir bezeichnen die Menge
der Hiufungspunkte von M mit H(M).

Man kann zeigen (Ubung!), daB8 = genau dann Haufungspunkt von M ist, wenn
in jeder e-Umgebung von x ein Punkt in M liegt, der von x verschieden ist. Eine
weitere dquivalent Bedingung ist, dafl eine Folge (x,) in M \ {x} existiert mit
lim x, = z.

Beispiel VIIL.1.13 Fir M = ([0,1] x[0,1[) U ([1,2[ x{1}) C R? ist H(M) =
([0,1] x [0,1]) U [1,2] x {1}).
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VIII.2 Stetigkeit mehrstelliger reeller Funktionen

Wie schon im Falle reeller Funktionen in einer Variablen definieren wir den Begriff
der Stetigkeit in Termen der Erhaltung von Folgenkonvergenz. Vorab erweitern
wir Funktionsgrenzwerte auf den mehrdimensionalen Fall.

Definition VIIL.2.1 (Funktionsgrenzwert)
Sei f:D—Rmit D CR" unda e H(D). Fiirb e R schreiben wir lim f(x) =b

als Abkiirzung fir die Behauptung, daf fir alle Folgen (z,,) in D mit lim z, = a
gilt, daf$ lim f(x,) =b.

Beispiel VIII.2.2 Sei D =R?*\ {(0,0)} und f,g: D — R mit

T1T, Ty — o
Ty, Ty) = und Ty, Ty) =
f( 1, 2) I’%‘i‘x% g( 1, 2) SE%—F‘T%

Sei (zy, yx) eine Folge in D mit Grenzwert (0,0). Wenn xy # 0, dann gilt

2,2 2,2
LYk LrYk 2

Tk, - S —
f @k, yn)| R R

und analog zeigt man
|f (s ye)| < 2}

falls y, # 0. Da aber die Folgen (z3) und (y?) beide gegen 0 konvergieren, folgt
klim f(zk, yr) = 0. Somit haben wir gezeigt, dafs l)mé f(z,y) =0.

—00 (z,y)—

Sei (zx) eine gegen 0 konvergierende Folge in R\ {0}. Dann gilt

2 2
A fz,0) = fim 2o =
02—2,%

A 0o = e

woraus folgt, daf es kein b € R gibt mit ( hH%O 0 flz,y) = 0.
z,y)—

=1

Wir kénnen nun definieren, wann mehrstellige reelle Funktionen stetig sind.

Definition VIII.2.3 (Stetigkeit mehrstelliger reeller Funktionen)
Sei f: D — R mit D C R"™ Die Funktion f ist stetig in a € D, wenn fiir alle
Folgen (x) in D mit hm x = a gilt, daf hm flxy) = f(a). Fir M C D heifit

f stetig in M, wenn f m allen a € M stetzg i1st. Die Funktion f heifit stetig,
wenn [ in D stetig ist.
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Wenn a € D kein Haufungspunkt von D ist, ist offenbar f in a stetig. Wenn
a € DN H(D), dann ist f in a stetig, wenn lim f(z) = f(a).

Satz VIII.2.4 Seien die Funktionen f,g : D — R mit D C R" stetig auf D.
Dann sind f + g und f-g auch auf D stetig. Auflerdem ist die Funktion § auf
ihrem Definitionsbereich D\ {xz € D | g(z) # 0} auch stetig.

Beweis: Analog zum Beweis von Satz I1.3.13. U

Analog zu Satz 11.3.24 kann man folgenden Satz beweisen.

Satz VIIIL.2.5 (e-d-Charakterisierung der Stetigkeit)
Eine Funktion f : D — R mit D C R"™ st genau dann stetig in a € D, wenn

Ve >030 > 0Wx € Dl|lz —al| <d=|f(z)— fla)] <e
(unabhdngig von der Wahl der Norm || - ||) gilt.

Die Stetigkeit von reellen Funktionen f : D — R™ mit D C R" fiithren wir wie
folgt auf die Stetigkeit der Koordinatenfunktionen f; : D — R zuriick, wobei

f(z) = (fi(z),..., fm(x)) fir z € D.

Definition VIII.2.6 Eine Funktion f : D — R™ mit D C R™ heifit stetig in
a € D, wenn alle f; in a stetig sind. Fir M C D heifit f in M stetig, wenn alle
fi in M stetig sind. Insbesondere heifit f stetig, wenn alle f; stetig sind.

Man kann leicht zeigen, dafl stetige Funktionen unter Komposition abgeschlossen
sind.

Satz VIIIL.2.7 Seien f: Dy — R™ und g : Dy — R mit Dy C R" und D, C
R™, sodaf$ {f(x) | x € Dy} C D,. Wenn f und g stetig sind, dann ist auch
go f: Dy — RP stetig.

Satz VIII.2.8 (e-0-Charakterisierung der Stetigkeit)
Eine Funktion f: D — R™ mit D CR" ist genau dann stetig in a € D, wenn

Ve > 030 >0Vx € D ||z —al| <6 =||f(x) — fla)|]| <¢
(unabhdngig von der Wahl der Norm || - ||) gilt.
Als néchstes zeigen wir, daff lineare Funktionen stetig sind.

Satz VIII.2.9 Lineare Funktionen f :R"™ — R™ sind stetig.
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Beweis: Offenbar geniigt es zu zeigen, dafl lineare Funktionale f : R” — R stetig

sind. Eine solche Funktion ist von der Gestalt f(z1,...,2,) = > a;x;. Sei C' =
i=1

> la;]. Es gilt dann fir alle x € R™, daB |f(z)] < > |axi| < C - ||x||0o. Wegen
i=1 i=1

der Linearitit von f gilt dann aber auch

1f(x) = fW)=flz—y)| <C-|[lz -yl

fiir alle 2,y € R™. Mithilfe von Satz VIII.2.5 ist es nun leicht zu zeigen (Ubung!),
dafl f stetig ist. 0

Folgender Satz ist auch in Anwendungen von groiter Wichtigkeit.

Satz VIII.2.10 Sei K C R"™ kompakt und f : K — R stetig. Dann existieren
a,be K mit
fla)=sup f(z)  und  f(b) = inf f(z)

rxeK zeK

und somit ist f insbesondere auch beschrinkt.

Beweis: Sei (xy) eine Folge in K mit klim f(zx) = sup f(z). Da K kompakt ist,
—0 reK
existiert wegen Satz VIIL.1.10 eine konvergente Teilfolge (xx,) von (xx). Da K

insbesondere abgeschlossen ist, ist a = lim zy, € K. Weil f stetig ist, gilt nun
fla) = lim f(zg,) = klim f(zx) = sup f(x). Analog zeigt man die Existenz von
i—00 —00 veK
be K mit f(b) = mIf(f(x)
Te

Da fiir alle z € K gilt f(b) < f(z) < f(a) ist f beschrinkt. O

VIII.3 Differenzieren mehrstelliger reeller Funktionen

Es erhebt sich die Frage, was es heifit, dafl eine Funktion f : D — R mit D C R"
in a € D differenzierbar ist. Wenn man versucht wie im Falle n = 1, die Ableitung
von f an der Stelle a € DN H(D) als

) i 1) (@)

T—a r—a

zu definieren, dann erhabt sich das Problem, dafl man im R"™ nicht dividieren kann.
Fiir einstellige reelle Funktionen gibt aber Satz II1.1.6 eine Charakterisierung
der Differenzierbarkeit, die in ihrer Formulierung jedwede Bezugnahme auf die
Division vermeidet. Deshalb liegt es nahe diese Charakterisierung als Definition
nehmen, wobei allerdings die Ableitung durch eine geeignete Matrix gegeben ist.
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Definition VIIL.3.1 (Differenzierbarkeit mehrstelliger reeller Funktionen)

Sei U C R™ offen und f : U — R™. Die Funktion f ist an der Stelle a € U
differenzierbar, wenn es eine Matriv A € R, und eine Funktion g : U — R™
gibt, sodafs folgende beide Bedingungen gelten

1. fla+h)= f(a)+ A-h+||h]|-g(h) fir alleh € R* mita+h e U
2. ]lllir(l)g(h) =0.
Die Matriz A heifit Ableitung von f an der Stelle a.

Aufgrund von Satz VIII.1.11 ist diese Definition unabhéingig von der Wahl der
Norm |- ||. Man sieht auch leicht (Ubung!), da8 f an der Stelle a stetig ist, wenn
f eine Ableitung an der Stellle a hat.

AuBerdem ist die Ableitung eindeutig ist, sofern sie existiert, wie folgende Uber-
legung zeigt. Angenommen A’ € R?, und ¢’ : U — R erfiillen die beiden Bedin-
gungen von Def. VIIL.3.1. Dann gilt fiir alle h mit a +h € U, dal (A —A")-h =
||R]]-(¢'(h) —g(h)) und somit (A—A’)-ﬁ = (¢'(h)—g(h)) falls h # 0. Sei z € R™
mit ||z|| = 1. Es gibt dann eine gegen 0 konvergierende Folge reeller Zahlen A,
mit a + A\, -« € U, fiir die dann gilt (A — A") -2 = ¢'(A, - h) — g(An - h). Da aber
lim A\, -h=0,gilt (A-—A")-2=0.Alsoist (A—A’) -2 =0 fur alle x € R” und

n—oo

somit A = A'.

Definition VIII.3.2 Wenn die Ableitung von f an der Stelle a existiert, bezei-
chen wir sie mit D(f)(a) und nennen sie das totale Differential von f an der
Stelle a.

Die Def. VIII.3.1 zugrundeliegende Intuition ist, dafl h +— T,(h) := f(a) + A-h
die Tangentialebene fiir f an der Stelle a beschreibt. Die beiden Bedingungen
von Def. VIII.3.1 besagen nédmlich, dafl

f(a + h) - Ta<h)

lim =0
h—oo [[7]
und somit
h)—"T,(h
Ve > 036 > 0%h 0 < ||hl| < 6 Aat he U = L@t = Talll

1Al

d.h., daf} fiir ¢ > 0 in einer geniigend kleinen Umgebungen von a der Fehler
||f(a+ h) — T,(h)|| durch € - ||h|| beschréinkt werden kann. In anderen Worten
gesagt ist T, die beste “lineare Approximation” an f an der Stelle a.

Es erhebt sich nun die Frage, wie man das totale Differential D(f)(a) berech-
net, sofern es existiert. Zu diesem Zweck ist es wiinschenswert die Eintrage von
D(f)(a) durch Ableitungen geeigneter einstelliger Funktionen anzugeben, wie in
folgendem Satz geschieht.
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Satz VIIL.3.3 Sei U C R" offen und f : U — R™. Wenn fir a € U die
Ableitung D(f)(a) existiert, dann ist

D(f)(a)i; = D;(fi)(a)

wobei

Dy(£)(a) = tim L0120 it an) — f(a)
h—0 h
welche wir als j-te partielle Ableitung der i-ten Koordinatenfunktion bezeich-

nen.lS

Beweis: Einfache Ubung! 0

Aus der Existenz aller partiellen Ableitungen in einem Punkt a € R” folgt jedoch

im allgemeinen nicht, dal f in a differenzierbar ist. Man sieht dies leicht anhand

der Funktion f : R? — R mit f(z,y) = 1 falls 2,5 > 0 und f(x,y) = 0 sonst.

Offenbar ist D1(f)(0,0) = D2(f)(0,0) = 0, obwohl f im Punkt (0,0) nicht dif-
)=t

1
ferenzierbar ist, da D(f)(0,0) = (0,0) sein miiite, aber lim W = 00,
. f(E.5)-F00) By
obwohl lim —#——+"— = 0 gelten miifite, wenn D(f)(0,0) = (0,0) wire.

n—oo  [|Gon)]
Folgender Satz jedoch stellt die Existenz des totalen Differentials unter ziemlich
allgemeinen Annahmen sicher.

Satz VIII.3.4

Sei U C R™ offen und f : U — R. Wenn alle D;(f) existieren und in a € U stetig
sind, dann ist f in a differenzierbar, wobei D(f)(a) = (D1(f)(a),..., Dy(f)(a)).
Wenn fir f : U — R™ alle D;(f;) existieren und in a € U stetig sind, dann ist f
in a differenzierbar, wobei D(f)(a);; = D;(fi)(a) fir alle a € U.

Beweis: Weil U offen ist, gibt es ein ¢ > 0 mit U.(a) C U. Sei x € R mit

|2||se < €. Fiir ¢ = 0,...,n definieren wir ) = a 4+ 3 xrer wobei e der k-
k=1

te Koordinateneinheitsvektor ist. Die Punkte ¥ liegen alle in U, (a) und es gilt

yM = g und y™ = a+2. Aufgrund des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung

gibt es fiir jedes i = 1,...,n ein 6; € [0, 1] mit

FyD) = F@Y) = Di(f) (2D, wobei 2% =y 1 9,3

8Wenn f: U — R und U C R" offen ist, dann schreiben wir fiir die i-te partielle Ableitung
D;(f) auch

o flxy, oo i, g Ry, .. 1) — fz
e

Wenn m = 1, dann nennt man D(f)(a) auch den Gradienten von f an der Stelle a und schreibt
dafiir grad(f)(a) bzw. V(f)(a).
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und somit gilt

Also gilt

i=1

wobel

1o

Da die D;(f) in a stetig sind, gilt lim g(z) = 0 (wobei man beachte, dafi die

2% von z abhiingen!). Also ist f an der Stelle a differenzierbar mit D(f)(a) =
(Dl(f)(a')> R Dn(f)(a'))

Fiir m > 2 folgt die Behauptung, indem man die bereits bewiesene Behauptung
fiir m = 1 auf die Koordinatenfunktionen anwendet. 0

Beispiel VIII.3.5

(1)

(2)

Sei f: R* — R definiert als f(x,y) = x+y. Offenbar ist Di(f)(z,y) =1 =
Dy(f)(x,y). Da Di(f) und Do(f) stetig sind, gilt aufgrund von Satz VIII. 3.4,
daff D(f)(z,y) = (1,1).

Sei f: R* — R definiert als f(x,y) = zy. Offenbar ist Di(f)(z,y) = y
und Do(f)(x,y) = x. Da Di(f) und Do(f) stetig sind, gilt aufgrund von
Satz VIIIL.3.4, daf$ D(f)(z,y) = (y,z).

Sei f : Rx(R\{0}) — R definiert als f(z,y) = ;. Offenbar ist Di(f)(z,y) =
i und Do(f)(z,y) = 25. Da Di(f) und Ds(f) auf R x (R\{0}) stetig sind,

gilt aufgrund von Satz VIIIL.3.4, dafs D(f)(x,y) = <l _I>~

Y’ y?

Sei f:R* = R :z— ||z||2. Es gilt Di(f)(z) = %\/ﬁ F2my = i
Da die D;(f) auf R™\ {0} stetig sind, gilt aufgrund von Satz VIII.3.4, dajs

D(f)(z) = T, - Man zeigt leicht (Ubung!), daf f in 0 nicht differenzierbar
18t.

Sei U eine offene Teilmenge von R und seien fi,...,f, : U — R stetig
differenzierbar. Dann gilt aufgrund von Satz VIIL.3.4 fir f : U — R" : t —

(S1(@), -, fu(t)), daff D(f)(E) = (fi(t), ..., [o(£)), da die D(f;) = f; nach

Annahme alle stetig sind.
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Satz VIIL.3.6 (Kettenregel)

Seien Uy und Uy offene Teilmengen von R™ bzw. R™ und f1 : Uy — R™ und
fo: Uy — R™ mit {fi(x) | x € Uy} C Uy und {fo(y) |y € Us} C Us. Wenn fi in
a und fy in fi(a) differenzierbar sind, dann ist fo o fi in a differenzierbar, wobei

D(fz 0 fi)(a) = D(f2)(f1(a)) - D(f1)(a).

Beweis: Weil f; in @ und fy in fi(a) differenzierbar sind, gibt es Funktionen
g1 : Uy — R™ und ¢, : Uy — R, sodafl

(1) fila+h) = fi(a) + D(f1)(a) - b+ ||h]|s - g1 (h) fiir h € R™ mit a +h € U,
(2) lim gi(h) =0
(3) fa(fi(a) + k) = fa(fi(a)) + D(f2)(f1(a)) - k + |[k]|o - g2 (k) fiir k € R™ mit
fl(a) + ke Us
(1) lim gak) = 0.
Fir h € R™ mit a + h € U; gilt nun
fo(fila+h)) = fo(fi(a) + D(f1)(a) - h + [17]]oo - gl(h)) =

3 b+ |1 loo - 92(kn) =
)-D(fi)(a) - h +
() + [kl - g2(k)

= f2(fi(a)) + D(f2)(fi(a)
= fa(fi(a)) + D(f2)(fi(a)
D(f2)(fi(a)) - ||hlls - 91

a(h)=

Wir definieren g(h) := # Um zu zeigen, daf3

D(fzo fi)(a) = D(f2)(f1(a)) - D(f1)(a)

miissen wir noch nachweisen, daf3 }llirr(l) g(h) = 0. Es gilt aufgrund der Dreiecksun-

gleichung, dafl
[|Kn]|

() g < [ID(f2)(f1(a)) - g1(R) ] g2 (kn)l|

Der linke Summand geht aber gegen 0, da }llirr(l) g1(h) = 0 und wegen Satz VIII.2.9

lineare Abbildungen stetig sind. Aus (dem Beweis von) Satz VIII.2.9 folgt die
Existenz einer Konstanten Cy > 0 mit ||D(f1)(a)-h|| < Cy-||h||. Da }llir% gi(h) =0
gibt es ein Cy > 0 und ein 6 > 0, sodaB ||g1(h)|| < Cy falls ||h|| < 0. Deshalb gilt
fiir h mit ||h]] < §, daB ||ks]| < (C14Cs)-||h]]. Also gilt auch }lbir% kp, = 0 und somit

LA
il

der rechten Seite gegen 0, wenn h gegen 0 geht, woraus folgt, dafl }llirrcl) g(h) =0

hm “||g2(kr)|| = 0. Also gehen in der Ungleichung () beide Summanden auf

wie behauptet. 0

Wir illustrieren nun den Gebrauch der Kettenregel anhand diverser Beispiele.
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Beispiel VIIIL.3.7

(1) Sei U C R™ offen und seien f,g : U — R in a € U differenzierbar. Fiir
h:U — R:xw— f(x)+ g(x) gilt dann aufgrund der Kettenregel und
Beispiel VIII.3.5 (1), daf

Di(f)(a>)

D(h al); = 1,1 :Dz a—l—Dl a

@ =11 (H) = D + D

(2) Sei U C R™ offen und seien f,g : U — R in a € U differenzierbar. Fiir
h:U — R :zw— f(z)g(x) gilt dann aufgrund der Kettenregel und
Beispiel VIII.3.5 (2), dafs

D) = (gla). 1) - () -
= g(a) - Di(f)(a) + f(a) - Di(g)(a) =
= Di(f)(a) - g(a) + f(a) - Di(g)(a)

(3) Sei U C R™ offen und seien f,g : U — R mit g(x) # 0 fir x € U. Seien
)

weiters f und g in a € U differenzierbar. Fir h : U — R : x — % qgilt
dann aufgrund der Kettenregel und Beispiel VIII.3.5 (3), daf$

D(h)(a); = (-1, =L@)) . (&(f)(a)) _ D@ (). Dilode) _

g(a) g(a)?

(4) Sei U C R™ offen und f : U — R differenzierbar. Sei I C R offen und
p: I — R™ differenzierbar, wobei das Bild von p in U enthalten ist. Dann
qilt aufgrund der Kettenregel, dafs

(fep)(t) = Z Di(f)(p(1)) - pi(t) = (D(f)(p(1)) | P'())

wobei p; die i-te Koordinatenfunktion von p ist und p'(t) = (py(t),...,p.,(t)).

Ein wichtiger Spezialfall von Beispiel VIII.3.7 (4) ist die sogenannte Richtungs-
ableitung einer Funktion f : U — R mit U C R". Fiir a € U und v € R" mit
|lu||2 = 1 betrachten wir die Funktion p, : R — R" : ¢ + ¢ - u. Dann ist die
Ableitung von f an der Stelle a in Richtung u definiert als

Du(f)(a) := (f o p)'(0) = (D(f)(a) | p,,(0)) = (D(f)(a) | u)

Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt dann, da§ D, (f)(a) den groBten
Wert annimmt, wenn der Winkel zwischen D(f)(a) und wu gleich 0 ist. Somit
weist der Gradient D(f)(a) in die Richtung des stirksten Anstiegs von f
im Punkt a.
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Mittelwertsatz fiir mehrstellige Funktionen

Sei U C R” offen und f : U — R stetig differenzierbar. Nehmen wir weiter
an, es seinen z,y € U mit x + t(y — ) € U fur alle t € [0,1]. Dann hat die
Funktion ¢ : [0,1] — R : t +— 2z + t(y — «) ihr Bild in U und ist beliebig oft
differenzierbar Also ist fog : [0,1] — R stetig differenzierbar mit Ableitung

(fog)(t)= Z Di(f)(z+t(y —x)) - (y; — x;). Aufgrund von Satz I11.2.3 gibt es
dann ein £ E]O 1[ mit

(1) F(y) = f(2) = F(g(1)) — f(9(0)) = 3 Dil(f)(w + €y — ) - (s — 2)

=1

Aufgrund des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung gilt aber auch

@) f@) -1 =%

OHH

Di(f)(x + 1y — x))dt - (yi — ;)

Wenn nun f : U — R™ stetig differenzierbar ist, gilt ein Analogon von (1) selbst
dann im allgemeinen nicht mehr, wenn n = 1, wie folgendes Beispiel zeigt. Sei

U =R und i
erﬁR:’fH@gD:GS)

Fir x = y = 0 gilt nun
AQ) = £10) = fi&) =26 und  fo(1) = f2(0) = f5(&) = 38

genau dann, wenn & = 1 und & = \/g Also gibt es kein £ € [0, 1] mit f(1) —
f(0) = f'(§)

Jedoch 1d8t sich (2) folgendermaflen verallgemeinern.

Satz VIII.3.8 (Mittelwertsatz der Diff.-rechnung fiir mehrstell. Funktionen)
Sie U C R™ offen und f : U — R™ stetig differenzierbar. Fir xz,y € U mit
x+tly—x) €U firallet € [0,1] gilt dann

fly) = f2) = A(z,y) - (y — 2)
wobei A(x,y) die m x n Matriz ist mit

1

Al y); = / Di(f;)(x + tly — ) dt

0

firl<j<mundl <i<n.

Beweis: Folgt unmittelbar aus Anwendung von (2) auf die Komponenten f; der
Funktion f. 0
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VIII.4 Hohere Partielle Ableitungen und Satz von Taylor

Wenn U eine offene Teilmenge von R™ ist und f : U — R und D;(f) : U — R
existiert, kann man natiirlich diese Funktion weiter partiell ableiten. Natiirlich
kann man ganz allgemein n-te partielle Ableitungen der Gestalt D;, --- D;, (f)
betrachten. Die Funktion f heiflt n-mal stetig differenzierbar, wenn alle n-ten
partiellen Ableitungen existieren und stetig sind. Im allgemeinen sind D;D; f
und D;D;f verschieden. Jedoch gilt folgender Satz, den wir ohne Beweis hier
anfithren mochten.

Satz VIII.4.1 Sei U C R" offen und f : U — R zweimal stetig differenzierbar,
dann gilt D;D;f = D;D;f fiir allei,j =1,...,n.

Beweis: Siehe Bd. 2 von [For]. O

Eine Konsequenz dieses Satzes ist, daf fiir (m + 1)-mal stetig differenzierbare
Funktionen f : U — R gilt, daf§

l)z.1 R Dimf = Diﬂ(l) R Diw(vn)f

fiir beliebige Permutationen 7 von {1,...,m}. Etwas vereinfacht ausgedriickt
kommt es bei hinreichend wohl sich verhaltenden Funktionen nicht auf die Rei-
henfolge der partiellen Ableitungen an.

Wir sind nun in der Lage den Satz von Taylor auf mehrstellige Funktionen zu
verallgemeinern.

Satz VIII.4.2 (Satz von Taylor)

Sei U eine offene Teilmenge von R™ und f : U — R (m + 1)-mal stetig diffe-
renzierbar. Dann gilt fir a € U und h € R" mit a +th € U fir alle t € [0, 1],
dafs

fla+h) = Z (ZhD) a) 4+ Ry (a, h)

k=0

n m+1
wobei Ry,11(a, h) fo (1—t)™ <Z hiDi) (f)(a+th)dt bzw. nach Lagrange
i=1
m+1
Runsal0h) = ooy (Zh D) (e e fir ein € € 011

Beweis: Sei a € U und h € R" mit a + th € U fiir alle ¢t € [0, 1]. Wir betrachten
die Funktion g(t) = a + th und wenden Satz VI.3.1 auf f o g an, woraus sich
ergibt, dafl

mo e AR 1
fatt) = (rog) =3 LIy o s gnirog ey ar



bzw.

m o a)®
flatn)=(fogyn) = LDy (f o 9™ )(e)

prd (m+1)!

fiir ein £ €0, 1[.
Die Behauptung folgt nun, wenn wir zeigen kénnen, daf fiir £k =0,...,m+1 gilt

(o)™t = (Z m) (Fa-+th)

indem wir h = 0 setzen. Fiir k£ = 0 gilt die Aussage trivialerweise. Nehmen wir
also an die Aussage gelte fiir k£ < m. Dann gilt aber die Aussage auch fiir k + 1,
da

n (: h Di)ku)(aﬂh)

(fog) () = ((fog)®)(t) = —
=21 D; ((Z hz‘Dz‘) (f)) (a+th)-h; 2

Kettenregel

- (; hiD,-)kH (f)(a + th) B

wobei wir im Schritt (%) ausgeniitzt haben, dafl die Reihenfolge partieller Ablei-
tungen irrelevant ist (da f nach Voraussetzung (m + 1)-mal stetig differenzierbar
ist). O

Folgendes Korollar wird uns im néchsten Abschnitt an wesentlicher Stelle von

Nutzen sein.

Korollar VIII.4.3 Sei U eine offene Teilmenge von R™ und f : U — R (m+1)-
mal stetig differenzierbar. Wenn a € U, dann gilt fir die durch die Gleichung

o(h) == fla+h) — Z_(Zhl)) (a)

k=0

definierte Funktion ¢ : U — R, daf lim 22 = 0.

1
[IRl13+

Beweis: Folgt aus der Lagrangeschen Darstellung des Restglieds und der Annah-
me, dafl alle (m + 1)-ten Ableitungen stetig sind. O

Falls die hoheren partiellen Ableitungen von f in einer e-Umgebung von a be-
schrénkt sind und somit lim R,,(a, h) = 0 fiir ||h|| < €, dann stellt Satz VIII.4.2

m—0o0
sicher, daf

fla+h)= Zk, (ZhD) (a)

fir ||h]]oo < e.
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VIIL.5 Lokale Extrema mehrstelliger reeller Funktionen

Wir diskutieren nun die Frage, wann hinreichend “gute” reelle Funktionen in
mehreren Variablen ein lokales Extremum besitzen. Der Ordnung halber fiihren
wir folgende Sprechweisen ein.

Definition VIIL.5.1 (lokale Extrema) Sei U C R™ offen und f : U — R. Die
Funktion f besitzt in a € U ein

e lokales Minimum, wenn ein € > 0 existiert, sodafi U.(a) C U und f(a) <
f(x) fir alle z € U(a)

e lokales Maximum, wenn ein € > 0 existiert, sodaf§ U.(a) C U und f(a) >
f(x) fir alle x € U.(a).

Wir sagen, daff f in a ein lokales Extremum besitzt, wenn f in a ein lokales
Mazximum oder ein lokales Minimum besitzt.
Die Funktion f besitzt in a € U ein

e isoliertes lokales Minimum, wenn ein € > 0 ezistiert, sodafl U.(a) C U und

f(a) < f(z) fir alle x € U.(a) \ {a}

e isoliertes lokales Maximum, wenn ein € > 0 ezistiert, sodaf$ U.(a) C U und

fla) > f(zx) fir alle x € U-(a) \ {a}.

Wir sagen, dafl f in a ein isoliertes lokales Extremum besitzt, wenn f in a ein
1soliertes lokales Mazximum oder ein isoliertes lokales Minimum besitzt.

Offenbar besitzt f in a kein lokales Extremum, wenn fiir alle ¢ > 0 mit U.(a) C U
Punkte a;,as € U.(a) existieren mit f(a;) < f(a) < f(az). Einen solchen Punkt
a nennen wir auch Sattelpunkt, da in jeder noch so kleinen Umgebung von a die
Funktion f Werte sowohl unter- als auch oberhalb von f(a) annimmt.?
Folgender Satz gibt eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen
Extremums.

Satz VIIL.5.2 Sei U C R"™ offen und f : U — R differenzierbar. Wenn f in
a € U ein lokales Extremum hat, dann ist D(f)(a) = 0.

Beweis: Fiir ¢ = 1,...,n sei g;(t) := a+ te;. Wenn f in a ein lokales Extremum
hat, dann hat f o g; in 0 ebenfalls ein lokales Extremum und somit D;(f)(a) =
(fogi)(0)=0. Also ist D(f)(a) =0, wenn f in a ein lokales Extremum hat. O

Wir nennen a mit D(f)(a) = 0 kritische Punkte von f. Um ein Kriterium zu
formulieren, ob in einem kritischen Punkt ein lokales Extremum vorliegt, ist fol-
gender Begriff vonnoten.

YFiir n = 1 ist ein Beispiel die Funktion f(x) = 22**1, die in 0 den Wert 0 hat aber in jeder
noch so kleinen Umgebung von 0 echt positive und echt negative Werte annimmt.
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Definition VIII.5.3 (Hesse-Matrix) Sei U C R" offen und f : U — R zweimal
differenzierbar. Dann ist die Hesse-Matrix fir f im Punkt a € U definiert als die
n xn Matriz

DyDy(f)(a) --- DiDyf(a)
H(f)(a) = : & E
Offenbar ist aufgrund von Satz VIII.4.1 die Hesse-Matrix H(f)(a) symmetrisch,
wenn f zweimal stetig differenzierbar ist.

Folgender Satz stellt hinreichende Bedingungen zur Verfiigung, um das Vorliegen
lokaler Maxima bzw. deren Absenz festzustellen.

Satz VIIL.5.4 Sei U C R" offen und f : U — R" zweimal stetig differenzierbar.
Seia € U mit D(f)(a) = 0. Dann gilt

(1) Wenn H(f)(a) positiv definit ist, dann liegt in a ein isoliertes lokales Mi-
nimum von f vor.

(2) Wenn H(f)(a) negativ definit ist, dann liegt in a ein isoliertes lokales Ma-
ximum von [ wvor.

(3) Wenn H(f)(a) indefinit ist, dann liegt in a kein lokales Extremum vor.

Beweis: Ohne Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir an, U sei von der
Gestalt U.(a). Aufgrund von Satz VIII.4.2 gilt dann fiir alle x € U, da8

f(@) = f(a) + D(f)(a) - (z —a) + %(fﬁ —a) H(f)(a +&h)(z — a)

fir ein ¢ € ]0, 1[. Da nach Annahme D(f)(a) = 0, vereinfacht dies zu

1
f(x) = f(a)+§(a:—a)TH(f)(a+§h)(x a) —I—Z D D;(f)(a+&h)(z—a)i(x—a),
INES 1
AuBerdem gilt aufgrund von Kor. VIII.4.3 fur die Fehlerfunktion ¢(x) := f(z) —
fla) = 3(z —a)"H(f)(a)(z — a), daB hm ir= )HQ
Wir behandeln zuerst (1). Sei also A := " (f)(a) als positiv definit angenommen.

Es gilt dann 7 Az > 0 fiir # € S := {x € R" | ||z||» = 1}. Da S kompakt ist und
x — 2T Az stetig ist, gilt aufgrund von Satz VIIL.2.10, da8 « := ing 2T Az > 0.
xe

Wir zeigen, dafl nun

() aTAr> ol
fiir alle x E R™. Die Ungleichung gilt natiirlich fiir x = 0. Wenn x # 0, setzen
wir y = ||ZH2 € S. Also gilt y" Ay > a. Da aber y" Ay = I Hzx T Az, folgt nun
y' Ay = af|zf3.
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Da lim 2% — 0, gibt es ein § > 0, soda
2

r—a III_GH

a
(@) < Fllz —all3
falls ||z — al|]o < d. Also gilt

fz) = f(a) + 3(z - a)T2A(x —a)+ (@) 2 fla) + 5l — gll% = lo(2)]
> fla) + 3l —all; = §llz — all; = f(a) + ¢z —all3
> f(a)
wenn 0 < ||z —al|z < 9.
Somit haben wir gezeigt, dal f in a ein isoliertes lokales Minimum hat.

Die Behauptung (2) folgt aus (1), indem man (1) auf — f anwendet.

Fiir (3) nehmen wir an, daB A := H(f)(a) indefinit sei. Es gibt dann x,y € R™
mit ||z|]s = 1 = ||y||2, sodaB 27 Az > 0 und y” Ay < 0. Ahnlich wie im Beweis
von (1) kann man zeigen, daf ein 0 > 0 existiert, sodaf$ fiir alle ¢t € [0, 0] gilt,
daB f(a+tx) > f(a) und f(a+ty) < f(a). Somit haben wir gezeigt, f in a kein

lokales Extremum hat.

Wir illustrieren nun die Anwendung dieses Satzes in folgendem

Beispiel VIII.5.5

(1) Sei f:R? = R: (x,y) — c+2® + y*% Da D(f)(z,y) = (2z,2y), ist (0,0)
der einzige kritische Punkt von f. Da DiDs(f)(z,y) = 0 = DyD; f(x,y)

und DDy f(x,y) =2 = DyDsf(x,y) ist

100 = (3 9)

Da alle Figenwerte dieser Matriz echt positiv sind, liegt in (0,0) aufgrund
von Satz VIIL5.4 ein isoliertes lokales Minimum der Funktion f vor, was

aber auch leicht direkt zu beweisen ist.

(2) Sei f:R* - R: (z,y) — c—2*—y*. Da D(f)(z,y) = (—2x, —2y), ist (0,0)
der einzige kritische Punkt von f. Da DiDo(f)(x,y) = 0 = DoD; f(x,y)

und DDy f(x,y) = —2 = DyDsf(x,y), ist

o0 = (7 2

Da alle Eigenwerte dieser Matrix echt negativ sind, liegt in (0,0) aufgrund
von Satz VIIL5.j ein isoliertes lokales Maximum der Funktion f vor, was

aber auch leicht direkt zu beweisen ist.
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(3) Sei f:R? =R : (z,y) — c+2*—y> Da D(f)(x,

y) = (2x,—2y), ist (0,0)
der einzige kritische Punkt von f. Da DiDy(f)(z,y) = 0 = DyD; f(x,y)
und DD f(x,y) =2 und DyDof(z,y) = —2, ist

oo =(5 5)

Diese Matriz ist indefinit, also liegt aufgrund von Satz VIIL.5.4 in (0,0)
kein lokales Extremum der Funktion f vor.

Tatsdchlich lieft in (0,0) ein Sattelpunkt vor, da die Finschrdinkung von
[ auf die x-Achse in (0,0) ein isoliertes lokales Maximum und die Ein-
schrinkung von f auf die y-Achse in (0,0) ein isoliertes lokales Minimum
hat. In jeder noch so kleinen Umgebung von (0,0) nimmt also die Funktion
f Werte > ¢ und Werte < ¢ an.

Betrachten wir die Funktionen fi, fo, f3 : R> — R mit

flzy)=2"+y"  folz,y) =2 fi(z,y) =2"+y°

Wie man leicht nachrechnet, verschwindet der Gradient aller drei Funktio-
nen im Punkt (0,0) und

#1000 = (5 0)

Also hat in allen drei Fallen die Hesse-Matriz im Punkt (0,0) den Eigenwert
0 und somit kann man mithilfe von Satz VIII.5./ keine Aussage iiber die
Natur eines solchen kritischen Punkts machen, denn

1) f1 hat in (0,0) ein isoliertes lokales Minimum

2) fo hat in (0,0) ein lokales Minimum, das aber nicht isoliert ist

3) f3 hat in (0,0) kein lokales Extremum.

Wir betrachten nun ein “realistisches” Beispiel.

Beispiel VIII.5.6

Wir betrachten Quader mit konstantem Volumen ¢ > 0 und fragen uns, welcher
davon die kleinste Oberfliche hat. Die Seitenlingen eines Quaders seien gegeben
durch x,y, z > 0. Dann ist sein Volumen xyz und seine Oberfliche 2(xy+zz+yz).
Unter der Annahme, daff das Volumen xyz gleich c ist, ergibt sich z = % und

die Oberfliche ist 2(xy + < + fj) Wir miissen also untersuchen, wo die Funktion

f:{(x,y)ER2|x,y>0}—>R:(x,y)r—>2(xy—l—§+§)
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ein Minimum annimmt.
Zu diesem Zweck bestimmen wir vorerst die kritischen Punkte von f. Die ersten
partiellen Ableitungen von f sind Di(f)(x,y) = 2(y — %) und Do(f)(z,y) =

2(x — g%) Da x,y > 0, ist D(f)(x,y) = 0 genau, dann, wenn x%y = ¢ = xy?,

d.h. wenn x =y = c3 (da aus x*y = zy* folgt x = y). Die zweiten partiellen
Ableitungen von f sind

4c 4c
Dlle(f’Ca y) = 23 D2D2f($,y) = 23 D1D2f(f’5a y) = Dngf(x,y) =2

HE e = (4 )

Diese Matrix ist positiv definit, wie man leicht mit dem Hurwitzschen Kriterium
feststellt. Somit hat nach Satz VIIL5.4 die Funktion f im Punkt (c3,c3) ein
1soliertes lokales Minimum. Wenn x =y = c%, dann ist auch z = = = c3.
Wenn nun f ein globales Minimum hat, dann muf$ es auch ein lokales Minimum
sein und somit im Punkt (c%, c%) angenommen werden. Es gibt aber keinen all-
gemeinen Grund, warum ein lokales Minimum auch ein globales Minimum sein
mufl. Um zu zeigen, daf$ dies dennoch der Fall ist, gehen wir folgendermafien
vor. Fiir a > 0 betrachten wir die Einschrinkung von [ auf {(z,y) € R* | zy =
aAx,y > 0} und untersuchen, wo f auf dieser Menge ihr globales Minimum
annnimmt.

Zu diesem Zwecke betrachten wir die Funktion

ga:R+—>R:tHf(t,%):2(a+g+Et)
a

und somit ist

Wl

und untersuchen, wo diese thr globales Minimum annimmt. Wenn wir

9a(t) =2 (2 - 5)

t2

gleich 0 setzen, erhalten wir als eindeutige Lidsung az. Da

2
ga(a%) < ga(t) & 2 <a—|——?) <2<a+£—|—£t>
az t a

@Qta% <a-+t?
<:>0<a—2ta%+t2
& 0< (t—a2)?

<:>t7éa%
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hat g, ein isoliertes globales Minimum in az.
Wir suchen nun das Minimum der Funktion

2
h:R+—>R:ar—>ga(a§):2(a—|——f)
a2

Ihre Ableitung ist h'(a) = 2 (1 - ca_%) und somit gilt

W ()00 < 1 — ca 200 < 10ca"? < a20c < alc

wenn man fir O <, > oder = einsetzt. Somit ist h auf]O,cg[ stark monoton
fallend und auf |c5, 00| stark monoton wachsend.

Also hat h in 3 sein isoliertes globales Minimum. Da das isolierte globale Mi-
. . 2,1 1 . . . . 1 1 .
namum, von g z in (c3)2 = c¢3 liegt, haben wir bewiesen, dafi f in (¢3,c3) sein

1soliertes globales Minimum hat.

Also ist der Quader mit Volumen c, der die kleinste Oberfliche hat, der Wiirfel
1

mit Seitenlinge c3.

VIII.6 Satz iiber implizite und inverse Funktionen

Oft wird eine Funktion f : R™ — R™ implizit durch eine Gleichung g(z,y) = 0
beschrieben, wobei g : R" x R™ — R und man mit y den Funktionswert f(x)
im Sinn hat. Ein Beispiel ist die Kreisgleichung z2 + y? — 1 = 0, die man nach y
auflosen kann, indem man y = /1 — 22 oder y = —v/1 — 22 setzt.

Der folgende Satz gibt Bedingungen an, unter denen implizit definierte Funktio-
nen lokal existieren. Der Beweis ist ziemlich aufwendig und wiirde den Rahmen
der Vorlesung sprengen. In Bd.2 von [For] findet man jedoch eine ausfiihrliche
Darstellung des Arguments.

Satz VIII.6.1 (Impliziter Funktionensatz)

Set U C R™ x R™ offen und g : U — R™ stetig differenzierbar. Seien a € R"™
und b € R™, sodaf (a,b) € U und Dy(g)(a,b) invertierbar ist, wobei Dy(g)(a,b)
diejenige m x m Matriz ist, deren Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte
gleich Dy i(9:)(a,b) ist. Dann ezistieren offene Umgebungen V und W wvon a
bzw. b mit V- x W C U und eine differenzierbare Funktion f:V — W, sodaf

(1) f(a) =b und
(2) fir allex € V undy € W gilt f(x) =y genau dann, wenn g(x,y) =0

d.h. in der offenen Umgebung V- x W st [ die Gleichung g(x,y) = 0 eindeutig
nach y auf.
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Wegen der Kettenregel gilt

D(g) (. /() - <D<J{3<x>)

d.h. Dz(g)(x, f(z)) + Dy(g)(z, f(x)) - D(f)(x) = 0, woraus folgt, daB

D(f)(a) = —Dy(g)(a,b)" - Dz(g)(a,b)

indem man r = @ und y = f(a) = b setzt und ausniitzt, daB Dy(g)(a,b) als
invertierbar angenommen wurde.

Beispiel VIII.6.2

(1)

Wir betrachten g(z,y) = x* + y* — r? fiir r > 0. Offenbar beschreibt die
Gleichung g(x,y) = 0 die Menge aller Punkte auf dem Kreis mit Radius
r und Mittelpunkt (0,0). Da D,(g)(x,y) = 2z und Dy(g)(x,y) = 2y, gilt
aufgrund von Satz VIII.6.1, daf$ g(x,y) = 0 in einem Punkt (a,b) lokal
eindeutig nach y auflosbar ist, wenn b # 0, und eindeutig nach x auflosbar
ist, wenn a # 0.

Tatsdchlich laft sich in den Punkten (r,0) und (—r,0) die Gleichung nicht
eindeutig nach y aufiésen. Ebenso lifit sich in den Punkten (0,r) und
(0, —r) die Gleichung nicht eindeutig nach z auflosen.

Fiir eine Funktion f mit 2>+ f(x)*—r? = 0 gilt aufgrund von Satz VIIL6.1,
dafs

1

D(f)(l’) = —Dy(g)(l’,y)_l ' Dm(g)<x7y) = _@ -2 = _y f(x)

8
8

Betrachten wir die Gleichung g(x,y) = x?—y = 0. Trivialerweise kann man
eindeutig nach y auflosen. Da D,(g)(x,y) = 2z, lafit sich die Gleichung fiir
x # 0 lokal eindeutig nach x auflosen. Fir x = 0 ist dies jedoch nicht der
Fall, da fiir y nahe bei 0 sowohl \/y als auch —\/y ein mdégliches x ist.

Fiir eine Funktion f mit f(y)?> —y = 0 gilt aufgrund von Satz VIIL.6.1, daf

1 1

D(f)(y) = =Da(g)(@,9) " - Dyl9)(w,y) = =5+ (=1) = 57=

Wir betrachten g(x,y) = x —siny = 0. Es gilt D,(g9)(x,y) = 1 und
Dy(g)(z,y) = —cosy. Also lifit sich die Gleichung fir y mit cosy # 0

lokal eindeutig nach y auflésen durch f(z) = arcsinz. Es gilt aufgrund von
Satz VIIIL.6.1, daf§ arcsin’(r) = —— = L = ﬁ, wobei das Vorzei-

—cosy cosy
chen so zu wdihlen ist, daf$ es mit dem von cosy tbereinstimmt.
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Eine weitere Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen ist folgender Satz,
der Bedingungen angibt, unter welchen eine Funktion lokal invertierbar ist.

Satz VIIIL.6.3 (Inverser Funktionensatz)

Set U C R" offen und f : U — R" stetig differenzierbar. Wenn fir ein a € U
die Ableitung D(f)(a) invertierbar ist, dann gibt es offene Umgebungen V und
W wvon a bzw. b = f(a), sodaff V C U und f : V — W eine Bijektion ist mit
differenzierbarer Umkehrfunktion f~': W — V und D (f~) (b) = D(f)(a)™".

Beweis: Auf der offenen Menge R™ x U betrachten wir die Funktion g : R™ x
D — R : (y,z) — y — f(x). Offenbar ist g stetig differenzierbar, da f stetig
differenzierbar ist. Es gilt g(b,a) = g(f(a),a) = f(a)—f(a) = 0und Dz(g)(b,a) =
—D(f)(a), da D(f)(a) invertierbar ist. Aufgrund des impliziten Funktionensatzes
gibt es offene Umgebungen W’ und W von b bzw. a mit W’ x W C R™ x U und
eine differenzierbare Funktion h : W/ — W, sodaf}

(1) h(b) = a und
(2) fiir alle y € W' gibt es genau ein x € W mit g(y,z) = y— f(z) = 0, ndmlich
h(y).
Die Menge U = W N f~1(W’) ist offen, da f stetig ist. Wegen (2) ist die Ein-
schréankung von h auf U eine Bijektion hyy : U — V und wegen f(h(y)) = y gilt
h= f~tauf W'
Aufgrund der Kettenregel gilt
I, = D(f o h)(y) = D(f)(h(y)) - D(h)(y)

und somit insbesondere
I = D(f)(a) - D(h)(b)
indem wir b fiir y einsetzen. Also gilt
D (f') (b) = D(h)(b) = D(f)(a)™*
wie behauptet. 0

Beispiel VII1.6.4 Wir betrachten die Funktion
[PRXR—=>RxXR:(r,¢)— (rcosep,rsinp)
mat Ableitung

D(f)(r,¢) = (COS ¢ —rsin ¢)

siny  rcose

Da det D(f)(r, ) = rcos? + 1 -sin? ¢ = r, ist aufgrund des inversen Funktio-
nensatzes die Funktion f lokal invertierbar fir Argumente mit r # 0.

Wenn (z,y) = (rcosp,rsiny) von (0,0) verschieden ist, dann ist die Ableitung
von 1 in diesem Punkt wegen Satz VIII.6.3
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VIII.7 Lokale Extrema unter Nebenbedingungen

Bei vielen Problemen aus der Praxis, insbesondere in der Okonomie, erweist es
sich als notwendig zu untersuchen, wo eine n-stellige Funktion f auf der Menge
{z € R" | g(x) = 0} extremal wird, d.h. man sucht nach Extremwerten von f
unter der Nebenbedingung g(z) = 0.
Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz lokaler Extrema unter Nebenbedin-
gungen stellt folgender Satz bereit.

Satz VIIIL.7.1 (Lagrangesche Multiplikatoren)

Ser U C R"™ offen und seinen f,g : U — R stetig differenzierbar. Wenn f in a ein
lokales Extremum unter der Nebenbedingung g(x) = 0 hat und D(g)(a) # 0, dann
gibt es ein A € R, den sogenannten Lagrangeschen Multiplikator, mit D(f)(a) =

A~ D(g)(a).

Beweis: O.B.d.A. sei D,,(g)(a) # 0. Sei a = (d’, a,). Wegen Satz VIIL.6.1 gibt es
eine offene Umgebung U von @’ und eine differenzierbare Funktion A : U — R mit
h(a') = a, und g(2/, h(z')) = 0 fiir alle 2’ € U. Offenbar hat dann die Funktion
' — f(a',h(z")) ein lokales Extremum in a’. Also gilt fir 1 <i < n, da8

(1) Di(f)(a) + Du(f)(a) - Di(h)(a') = 0
(2) Di(g9)(a) + Dn(g)(a) - Di(h)(a’) = 0.
(a

Sei A\ := Eg(ag Es gilt dann fiir 1 <17 < n, dafl

—~
N

Di(f)(a) ¥ ~Du(f)(a)-Di(h)(a) 2 Dy(f)(a)-Dalg)(@)~Di(g)(a) = A-Di(g)(a)

und da D, (f)(a) = A+ D,(g)(a) aufgrund der Definition von A gilt, folgt nun,
daB D(f)(a) = X+ D(g)(a) wie behauptet. O

Bemerkung
Rein formal ist die Aussage D(f)(a) = A-D(g)(a) dquivalent dazu, da D(L)(a, A) =
0 wobei L(a, \) = f(a) — A-g(a). In dieser Formulierung findet man Satz VIII.7.1
oft in der Literatur.
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Beispiel VIII.7.2

(1)

Wir wollen die Extrema der Funktion f(x,y) = xy unter der Nebenbedin-
gung g(z,y) = 2> + y* — 1 = 0 bestimmen, d.h. fiir welche Punkte auf dem
Einheitskreis die Funktion f extremal wird. Zu diesem Zwecke bestimmen
wir die in Frage kommenden “kritischen” Punkte mithilfe von Satz VIIL.7.1.
Die Ableitungen von f und g sind

D(f)(z,y) = (y,x)  und  D(g)(z,y) = (2z,2y)

Wenn D(f)(z,y) = A+ D(g9)(z,y), dann y = 2 \x und x = 2\y und somit
x = 4Nz und y = 4X\%y. Somit ist > = §, d.h. A = L. Im Falle A = 3
erhalten wir x = y und im Falle A = —% erhalten wir x = —y. D.h. die in

Frage kommenden Punkte sind die Paare der Gestalt (i‘g, i‘g) Wenn

bedie Komponenten das gleiche Vorzeichen haben nimmt f den Wert % an
und andernfalls nimmt f den Wert —% an.

Da K = {(z,y) € R?*| g(x,y) = 0} kompakt ist, nimmt wegen Satz VIIIL.2.10
die Funktion f auf K ihren grifsten und ihren kleinsten Wert auch tatsdchlich
an. Da diese Punkte sich unter den kritischen Punkten befinden miissen,
ergibt sich zwangsldufig, dafi f seinen maximalen Wert in den Punkten

<‘/T§, \/7§> und (—\/75, —‘/7§> und seinen minimalen Wert in den Punkten
<ﬁ —Q> und (—ﬁ ﬁ) annimmt.

207 2 2072
Unter den Rechtecken mit konstantem Umfang U > 0 wollen wir dasjenige
bestimmen, das den gréfsten Flicheninhalt hat. Wir suchen also das Faxtre-
mum von f(x,y) = xy unter der Nebenbedingung g(z,y) = 2x+2y—U = 0.
Es gilt
D(f)(z,y) = (y,x)  und  D(g)(z,y) = (2,2)

Die Menge K = {(z,y) € R? | z,y > 0 und g(x,y) = 0} ist kompakt und
deshalb nimmt die stetige Funktion f ihr Mazimum in einem Punkt (o, yo)
an. Da f(x,y) =0, wenn x = 0 oder y = 0, und f(xo,y0) > 0, hat f in
(x0,Y0) ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g(x,y) = 0. FEine
notwendige Bedingung dafir ist aufgrund von Satz VIIL.7.1, daf (y,x) =
D(f)(x,y) = AD(g)(x,y) = (2X,2\) fir einen geeigneten Lagrangeschen
Multiplikator X, d.h. x = y. Also ist xg = yo = %.

Ser U > 0 der vorgegebene Umfang eines Dreiecks mit den Seitenlingen
x,y,2 >0, d.h. v+y+2—U =0und z,y, z < % Wir wollen nun feststellen,
welches dieser Dreiecke mit Umfang U den grofiten Flicheninhalt hat. Zu
diesem Zweck verwenden wir die (hier ohne Beweis angegebene) Heronsche

Formel F' = \/Q (Q — x) (% — y) (% — Z) fiir den Flacheninhalt F' eines

2 \2
Dreiecks mit Seiten x,y, z und Umfang U.
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Es st giinstiger folgendes dquivalente Optimierungsproblem zu losen: fir
¢ > 0 bestimme das Maximum von f(z,y,z) = (¢ —x)(c — y)(c — z) unter
der Nebenbedingung g(x,y,z) = v+y+2z—2c=0undc > z,y,z > 0 (wobei
man ¢ = % setzt, um das urspringliche Problem zu losen). Die Menge
K :={(x,y,2) € R®| g(x,y,2) =0 und ¢ > z,y,z > 0} ist kompakt. Da f
stetig ist, nimmt sie ihr Mazimum in einem Punkt (xo, 4o, 20) € K an. Da
die Funktion f am Rand von K konstant 0 ist und f(xq, yo, 20) > 0, muf§ die
Funktion [ in (xo,Y0,20) ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung

g(x,y, z) =0 haben.
Es ist

D(f)(x,y,2) = (=(c = y)(c = 2),~(c —x)(c = 2), (c = x)(c — y))
und
D(g)(z,y,2) = (1,1,1)
und somit ist D(f)(z,y,z) = AD(g9)(z,y, 2) dquivalent zu

(c=y)c=2)=(c—a)(c=2)=(c=z)(c -y

Diese Bedingung ist fir (z,y,z) € K genau dann erfillt, wenn © = y =
z:%. Also z'st:z:ozyozzoz%c.
Also hat ein Dreieck mit Umfang U mazimalen Fldcheninhalt, wenn alle

drei Seiten gleich sind, und dieser Flicheninhalt ist gleich /5 (%)% = TN
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IX Differentialgleichungen

Differentialgleichung sind Gleichungen, in denen die Ableitungen ein oder meh-
rerer Funktionen in bezug gesetzt werden, wobei auch hohere und/oder partielle
Ableitungen in Betracht kommen. Eine Differentialgleichung heif3t gewdohnlich,
wenn die in Betracht gezogenen Funktionen alle einstellig sind, d.h. keine parti-
ellen Ableitungen vorkommen. Andernfalls spricht man von einer partiellen Dif-
ferentialgleichung.

In Rahmen unserer Betrachtungen diskutieren wir (so gut wie ausschlieflich)
gewOhnliche Differentialgleichungen. In solchen werden die Ableitungen ein oder
mehrerer einstelliger reellwertiger Funktionen fi,..., f, in bezug gesetzt. Die
Funktionen f; : I — R interpretiert man meist — aber nicht immer — als Orts-
funktionen, die einem ¢ im Zeitintervall I einen Ort f;(¢) zuordnen. Die Ableitung
f1(t) interpretiert man als Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ und f/(¢) als Be-
schleunigung zum Zeitpunkt t (also die “Anderungsrate der Geschwindigkeit”).
Wenn sich ein Punkt mit Masse m (notwendigerweise > 0) im Zeitintervall [
bewegt, wie es die Ortsfunktionen fi,..., f, : I — R beschreiben, dann wirkt auf
diesen Massenpunkt zum Zeitpunkt ¢ die Kraft

1)
F(t)=m-|
fa(®)
was der Physiker als
Kraft = Masse x Beschleunigung

auszudriicken beliebt.

Beispiel IX.0.3 Wir betrachten einen Satelliten, der auf einer Kreisbahn mit
Radius r > 0 die Erde umrundet, und fragen uns mit welcher Winkelgeschwin-
digkeit w dies geschieht. Die Bewegung des Satelliten sei beschrieben durch

o= () - ()

Es eine Konstante ¢ > 0, sodaf

ft)
f”(t) = 217
L3
zu allen Zeitpunkten t qilt, da aufgrund des Newtonschen Gravitationsgesetzes
die Kraft auf den Satelliten in Richtung des Mittelpunkts der Erde wirkt und
umgekehrt proportional zum Abstand des Satelliten zum Erdmittelpunkt ist. Da

|| f(®)|l2 =, laft sich die Differentialgleichung umschreiben als

C

—wWf(t) = f'(t) = =)
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woraus folgt, daff w = \/-5. Man rechnet auch leicht nach, daf die Funktion

-5 (15

r3 \rsinwt
tatsdchlich die geforderte Differentialgleichung erfillt.

In der Physik und Ingenieurwissenschaften werden oft Bewegungen von (Syste-
men von) Massenpunkten dadurch beschrieben, daf§ man fordert, dafi ihre Orte,
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen (bzw. die auf sie wirkenden Kréfte) eine
bestimmte Gleichung erfiillen, die man oft als Bewegungsgesetz bezeichnet. Obige
Differentialgleichung fomuliert ein Bewegungsgesetz, wo die Kraft eine Funktion
des Ortes ist. Dieser Fall rein ortsabhéngiger Krifte ist in der Physik haufig
anzutreffen.

Wir betrachten nun ganz einfache Differentialgleichungen, die erkldren, warum
Exponentialfunktion und Schwingungen in der Natur auftreten.

Beispiel 1X.0.4
(1) Wir betrachten die Differentialgleichung

fi(t) =a- f(t)

die zum Ausfruck bringt, dafi die Geschwindigkeit proportional zum Ort ist.
Aufgrund von Satz II1.4.4 wissen wir, dafs eine der Differentialgleichung
gentiigende Funktion f von der Gestalt f(t) = c - exp(at) sein mufl. Wenn
man nun zusdtzlich eine Anfangsbedingung f(tg) = b fordert, dann muf
gelten b = f(to) = c - exp(aty). Somit ist die einduetig bestimmte Ldsung
des Anfangswertproblems

F@)y=a-f(t) mit  f(to)=0b

die Funktion

ft) = Wbato) exp(at) = bexp(a(t — ty))

(2) Betrachten wir die Differentialgleichung

frt) == (1)

die besagt, daf$ die Beschleunigung negativ proportional zum Ort ist. Offen-
bar sind
fi(t) = cosct und fa(t) =sinct
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Losungen dieser Differentialgleichung. Da alle Lésungen der Differential-
gleichung unter punktweiser Addition und Skalarmultiplikation abgeschlos-
sen sind, sind auch alle Linearkombinationen aif; + asfe Ldsungen der
Differentialgleichung. Wir werden spdter sehen, dafi jede Lésung der Dif-
ferentialgleichung f"(t) = —c* - f(t) die Gestalt f(t) = ay cosct + aysin ct
hat.

Wenn man zusdtzlich die Anfangsbedingungen

fordert, d.h. ay = by und cas = by, ergibt sich als eindeutige Lisung die
Funktion

b
f(t) = by cosct + — sinct
c

sofern c # 0. Wenn ¢ = 0, dann sind die Losungen der Differentialgleichung
gerade die konstanten Funktionen. Durch eine Anfangsbedingung f(to) = b
ist diese eindeutig festgelegt. Natiirlich ist dann " = 0.

Bei den in diesen Beispielen betrachteten Differentialgleichungen handelt es sich
um Systeme linearer Differentialgleichungen, fiir die es eine umfassende Losungs-
theorie gibt, was leider fiir allgemeinere Differentialgleichungen nicht der Fall ist.

Obwohl in sehr vielen Anwendungen gewchnliche Differentialgleichungen als im-
plizite Beschreibungen von Ortsfunktionen verwendet werden, sind sie auch in
anderen Bereichen von Nutzen, z.B. zur Beschreibung von nichtlinearem Wachs-
tumsverhalten wie in folgendem Beispiel, das dem Buch [HKW] entnommen ist.

Beispiel 1X.0.5
Sei f(t) die Grifle einer Population zum Zeitpunkt t. Die Wachstumsrate der
Population kann z.B. von der Grife der Population auf folgende Weise abhdngen

f'(t) = af(t)* —bf(t)

wobei a,b # 0. Wenn man annimmt, dafl die Population nie verschwindet, kann
man den Ansatz f = é machen, woraus man aufgrund der Kettenregel folgende
Dgl. fiir g erhdlt

(1) a—bglt)

g@)?  g(t)?

die sich zu der sehr einfachen linearen Dgl.

g'(t) =bg(t) —a

vereinfacht, da wir g > 0 angenommen haben. Eine Lisung dafiir erhalten wir
durch den Ansatz g(t) = cexp(at) +d. Wenn « oder ¢ gleich 0 sind, dann ist g
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konstant mit Wert ¢, da 0 = ¢'(t) = bg(t) —a. Nehmen wir also 0.B.d.A. an, daf
sowohl « als auch ¢ von 0 verschieden sind. Es gilt

acexp(at) = ¢'(t) = bg(t) — a = beexp(at) + bd — a

und somat
(ce — be) exp(at) = bd — a
fiir allet € R. Da a # 0, muf$ gelten ac — be = 0 und somit auch bd —a = 0. Da

aber auch ¢ # 0, folgt a = b. Also ist g(t) = cexp(bt) + ¢ und somit

1 b

J() = cexp(bt) + ¢ - beexp(bt) + a

Wenn man noch eine Anfangsbedingung f(0) = yo vorgegeben hat, dann erhdlt

man aus yo = f(0) = bcl_’m, dafs

b — ayo
C =
byo

und somit
byo

(8= (b — ayo) exp(bt) + ayo

als Losung des Anfangswertproblems
fit)=af)*=bf(t)  mit  f(0)=uyo

Wir haben bislang keine prézise Definition von gewthnlichen Differentialgleichun-
gen angegeben, sondern nur konkrete Beispiele betrachtet. Folgende Definition
soll dem abhelfen.

Definition IX.0.6 (System gewohnlicher Differentialgleichungen 1. Ordnung)
Sei G CR xR" und f : G — R™.2° Eine differenzierbare Funktion vy : I — R",
wobei I ein Intervall in R ist, heifit (lokale) Losung der Differentialgleichung

y'(t) = f(t,y(t)), wenn
(1) {(t,yt) |tel} CG und

(2) ¥ (t) = f(t,y(t)) fir allet € 1.

Auf den ersten Blick scheint dies die meisten der Beispiele auszuschlieflen, die
wir bisher betrachtet haben, da hohere, namlich zweite, Ableitungen involviert
waren. Es la8t sich jedoch eine gewohnlich Differentialgleichung n-ter Ordnung
der Gestalt

y™M () = ity ),y M),y )
20Wir schreiben G fiir “Gebiet”.
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folgendermaflen in ein System erster Ordnung umschreiben

Yi(t) = wa(t)

Yn-1(t) = yn(t)
Yn(t) = (6 p1(8), 92(0), - yn())

wobei y; der Ableitung y*~Y) entspricht. Ein System 2. Ordnung

71 (1) = (t)
wo(t) = va(t)
Yi(t) = fu(t, 21 (t), (1))
Yo(t) = fa(t, 21 (t), 72(t))

wobei die z; den f; und die y; den f! entsprechen.

In Abschnitt IX.1 werden wir nachweisen, dafl unter relativ milden Annahmen
fiir Systeme gewchnlicher Differentialgleichungen

y'(t) = f(ty(t)

wie in Definition IX.0.6 lokal eine eindeutig Losung existiert, wenn man zusétzlich
eine Anfangsbedingung

y(to) = ¢
vorgibt.

IX.1 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

In diesem Abschnitt geben wir ziemlich allgemeine Bedingungen an, unter denen
fiir Anfangswertprobleme der Gestalt

y'(x) = flz,y)  ylzo) = vo

lokal eindeutige Losungen existieren. Um diese Bedingungen formulieren zu kénnen,
bedarf es folgender Begriffsbildung
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Definition IX.1.1 (Lipschitz-Bedingung)
Sei G CRXR" und f : G — R". Dann geniigt f in G einer Lipschitz-Bedingung
mat Lipschitz-Konstante L > 0, wenn

f (2, y) = fla, gl < L-ly — gl

fiir alle (z,y), (z,9) € G. Die Funktion f geniigt lokal einer Lipschitz-Bedingung,
wenn fir alle (a,b) € G eine offene Umgebung U von (a,b) existiert, sodafl f in
GNU eine Lipschitz-Bedingung mit (im allgemeinen von U abhdngiger) Lipschitz-
Konstante L > 0 gentigt.

Folgendes Lemma gibt eine sehr allgemeine hinreichende Bedingung dafiir an,
daBl f lokal einer Lipschitzbedingung geniigt.

Lemma IX.1.2 Sei G C R x R" offen und f : G — R" : (z,y) — f(x,y)
eine Funktion, die in den Variablen y = yy, ..., y, stetig differenzierbar ist. Dann
geniigt f lokal einer Lipschitzbedingung.

Beweis: Sei (a,b) € G. Da G offen ist, gibt es ein r > 0, sodaB V := {(z,y) €
R xR" | |z —al,||ly — b||oo < 7} eine Teilmenge von G ist.

Fir A € R? sei ||A|| das Maximum der || ||; Normen der Zeilen von A. Aus dem
Beweis von Satz VIII.2.9 folgt, daB ||Az||s < [JA]] - ||7]|s fiir alle z € R™ gilt.
Da D,(f) nach Voraussetzung stetig und V' kompakt ist, existiert aufgrund von

Satz VIII.2.10 das Supremum L := sup ||D,(f)(z,y)||. Aus Satz VIIL.3.8 folgt
(z,y)eV

f(2,y) = @, 9)llee < L-ly — 0llse

fur alle (z,y), (z,9) € V. Insbesondere gilt dies auch im Inneren von V.
Somit haben wir nachgewiesen, daf§ f lokal einer Lipschitz-Bedingung genitigt. [

nun, dafl

Also geniigt eine sehr weite Klasse von Funktionen lokal einer Lipschitz-Bedingung,
was wichtig ist, da nachfolgende Existenz- und Eindeutigkeitsséitze dies zur Vor-
aussetzung haben.

Satz IX.1.3 (Eindeutigkeit lokaler Losungen)
Set G C R x R"™ ein offenes Gebiet und die Funktion f : G — R™ geniige lokal
einer Lipschitz-Bedingung. Seien weiters ¢, : I — R Lésungen der Differenti-
algleichung yv' = f(x,y), wobei I ein Intervall in R ist. Wenn fiir ein xy € I gilt,
daf$ (o) = ¥(x0), dann sind ¢ und 1 gleich.

Beweis:
a) Wir zeigen zuerst, da zu jedem a € I mit ¢(a) = ¥ (a) ein € > 0 existiert,
sodaBl p(x) = () fur alle z € I mit |x — a| < . Durch Integration der Glei-
chungen

¢'(x) = flz,o(x))  wnd  P(z) = f(z, ()
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folgt wegen p(a) = 1(a), daB

o(z) — (z) = / £t o(8)) — F(E(0)) dt

Da f lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt, gibt es L, > 0, sodafl

1F (@t e@) = F @) < L-let) = ()]
fiir alle t € I mit |t — a| < §. Daraus folgt, da8

lp(z) = ()] < L- /Ilw(t) —¥(t)][dt

fir x € I mit |z — a| < §. Setzt man

M(z) = sup{|le(t) = @)[| | [t —a| < |z —al}

so gilt fiir alle £ € I mit [ —a| < |x —a| <4, daB

(&) =@l < L-|§ —alM(&) < L[z —a|M(z)
Daraus folgt aber
M(z) <L-|x—a|lM(x)
Sei € := min (4, 57 ). Dann gilt fiir € I mit |z — a| < ¢, daB
1
M(z)<L-|xv—a|lM(x) < LeM(z) < 5
und somit M (z) = 0. Das bedeutet aber ¢(z) = ¢ (x) fir x € [ mit |z —a| < e.
b) Wir zeigen, dal p(z) = ¢(z) fir alle z € [ mit x > xy. Sei

M(x)

= sup{f €l ‘ 90}[900751 - w{[l‘oﬂ}

Wenn z; unendlich oder gleich dem rechten Randpunkt von I ist, sind wir fertig.
Andernfalls gibt es ein § > 0 mit [z1,21 + d] C I. Da ¢ und 9 stetig sind, gilt
o(x1) = ¥(z1). Aufgrund von a) gibt es ein € > 0 mit p(z) = ¢(x) fur alle z € [
mit |x — 21| < e. Dies ist aber im Widerspruch zur Definition von x;. Daher gilt
o(x) = P(z) fiir alle z € I mit x > x.

¢) Analog zu b) zeigt man, dal p(z) = ¢(z) fiir alle x € I mit = < . O

Das folgende Beispiel zeigt, dafl ohne Annahme einer lokalen Lipschitz-Bedingung
die Eindeutigkeit i.a. nicht gewéhrleistet ist. Fiir das Anfangswertproblem

/

y =Y

W

mit y(0) =0
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5 zwei verschiedene Losungen.

sind ndmlich ¢q(z) = 0 und @(x) =
Als néchstes beweisen wir, dafl unter der Annahme, daf§ G offen und f: G — R
lokal einer Lipschitzbedingung geniigt, lokal Losungen fiir Anfangswertprobleme
der Gestalt ¥ = f(z,y) mit y(a) = ¢ fir (a,c) € G existieren. Aufgrund von

Satz IX.1.3 sind diese lokalen Losungen eindeutig.

Satz IX.1.4 (Existenz-Satz von Picard-Lindelof)

Ser G C RxR"™ ein offenes Gebiet und f : G — R"™ eine stetige Funktion, die lokal
einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Dann gibt es zu jedem (a,c) € G ein e > 0
und eine Lisung ¢ : [a — e,a + €] — R"™ der Differentialgleichung y' = f(z,y),
die der Anfangsbedingung p(a) = ¢ gendigt.

Beweis:
a) Weil G offen ist und f lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt, gibt es ein
r > 0, sodal die Menge

Vi={(z,y) eRxR"| |z —a|] <rund ||y — || < r}

in G als Teilmenge enthalten ist und f in V einer Lipschitz-Bedingung bzgl.
einer geeigneten Lipschitz-Konstanten L > 0 geniigt. Da V' kompakt und f stetig
ist, existiert ein M > 0 mit ||f(z,y)||] < M fir alle (z,y) € V. Wir setzen
e =min(r, §7) und I = [a —€,a + €.

b) Eine stetige Funktion ¢ : I — R" ist offenbar genau dann eine Losung des
Anfangswertproblems, wenn

(1) p(x) =c+ ff(t, o(t))dt firallez € I

gilt. Mithilfe des sogenannten Picard-Lindeldfschen Iterationsverfahrens konstru-
ieren(!) wir nun eine Folge von stetigen Funktionen ¢y : I — R™, von der wir
zeigen konnen, dafl sie gleichméfig gegen die eindeutig bestimmte Losung des
Anfangswertproblems konvergiert. Wir setzen ¢g(x) = ¢ und definieren rekursiv

@mmw=6+/f@wﬁ»ﬁ

fir x € I. Um zu zeigen, daB fiir alle & der Graph von (k) in V' liegt, miissen
wir zeigen, dafl
|lor(z) —dll <

fiir alle x € I und k € Ny. Dies gilt trivialerweise fiir £ = 0. Aulerdem gilt fiir
beliebige k € Ny, daf3

lownr(e) —cll =|| [ £t outt)) dt]| < Jo—a]- 21 <Mt <1
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fiir alle z € I.
c¢) Als néchstes zeigen wir durch Induktion iiber k, dafl

|k+1

loen(o) - eeto)l < izt

Die Behauptung gilt fir & = 0, da || [ f(t,¢)dt|| < M|z — a|. Nehmen wir als

Induktionshypothese an, die Behauptfmg gelte fiir k. Dann gilt fiir alle x € 1,
daB

f it et f(t,soku))dtH

< JL-llgen(t) = gu(®)lldt (wegen Ind. Hyp.)

H90k+2(93) — Qpr1(z || =

X
S MLk:+1 k_‘l_l ; f |t _ a|k+1 dt
_ k+1 k+2
= ML™ (k+1)'k+2’x —al**
— MLEt1lz—a |z—alk+2

=)

d) Die Reihe Z Yr+1(x) — @i () besitzt wegen c) auf I die konvergente Majorante
=0

. Also konvergiert wegen Satz VI.1.4 die Reihe Z Ort1(x) — ()
k=0
glemhmaﬁlg gegen eine Grenzfunktion ¢ : I — R"™. Somit konvergiert auch die

Funktionenfolge ¢, auf I gleichméfiig gegen . Da die ¢y alle stetig sind, ist
aufgrund von Satz VI.1.6 die Grenzfunktion ¢ auch stetig.
Auflerdem gilt fiir alle x € I und k € Ny, daf3

Lf (2, 0(2)) = [, ee()]] < L-le(x) — @r(2)]]

woraus folgt, daf die Folge f(x, pr(z)) gleichméBig gegen f(x, ¢(x)) konvergiert.
Deshalb konvergiert fiir # € I aufgrund von Satz VI.1.8 die Folge [ f(t, px(t)) dt

Z MLk. €k+1

(k+1)!

gegen [ f(t,¢(t)) dt, woraus folgt, dafl

o(x) = hm Orr1(x) = hm c+/f , or(t hm c+/f

d.h. ¢ Bedingung (1) erfiillt wie behauptet. O
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IX.2 Elementare Losungsmethoden

Die Existenz und Eindeutigkeitsétze fiir lokale Losungen, die wir im vorigen Ab-
schnitt IX.1 kennengelernt haben, gestatten einem im allgemeinen nicht Lésungen
fiir Anfangswertprobleme

y'(t) = flt,yt))  ylto) =c

explizit anzugeben, auch wenn f eine einfach hinschreibbare Funktion ist. Auch
in vielen praktischen Fillen ist dies nicht moéglich und man muf} sich mit nu-
merisch berechneten Ndherungen zufrieden geben. Jedoch kann man in vielen
speziellen Féllen Losungen explizit angeben. Einige der wichtigsten diskutieren
wir in diesem Abschnitt.

1X.2.1 Trennung der Variablen

Sei I und J offene Intervalle in R und f : I — R und ¢ : J — R stetige
Funktionen, wobei vorausgesetzt sei, dafl g(y) # 0 fiir alle y € J. Wir betrachten
im Gebiet G = I x J die Differentialgleichung

mit “getrennten Variablen”.

Satz IX.2.1 (Trennung der Variablen)
Die obigen Bezeichnungen seien beibehalten. Sei a € I und b € J. Wir definieren
Funktionen F : I — R und G : J — R durch

g(t)

mwzijt mwziiwt

Sei Iy ein Intervall in R mit a € Iy C I und F[ly) € G[J]. Dann existiert
genau eine Lisung ¢ : Iy — R der Differentialgleichung y'(x) = f(x)g(y) mit
Anfangsbedingung y(a) = b und diese Losung geniigt der Bedingung

fiir alle x € I.

Beweis: Da ¢'(x) = f(x)g(e(x)) fir x € I, gilt auch g‘(‘;((i))) = f(z) fur = € Iy,
da g niemals den Wert 0 annimmt. Durch Integration erhalten wir

o(@)

L [ PD [ de — Fla
qwm‘fgw“‘/mmmd J“>d e

a
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fir x € I,.

Da G' = é immer von 0 verschieden ist, hat G eine stetig differenzierbare Um-
kehrfunktion H = G~!. Indem man H auf G(p(z)) = F(x) anwendet, erhélt
man p(z) = H(G(p(x)) = H(F(z)) fir z € Iy. Somit ist also die Losung auf
eindeutig bestimmt.

Die Funktion ¢ : Iy — R : x — H(G(p(x))) = H(F(z)) erfilllt die Bedingung
v(a) = H(G(p(a))) = H(F(a)) = H(0) = b (da G(b) = 0). Aulerdem erfiillt
¢ die Differentialgleichung, denn aus ¢(x) = H(F(z)) folgt G(e(x)) = F(x),
woraus durch Differenzieren folgt, dafl

PE) o s s
oy = Gl (@) = Fla) = ()

und somit ¢'(z) = f(z)g(e(x)). O

Im Falle, daf§ G (lokal) invertierbar ist, kann man aus G(¢(x)) = F(x) die Losung
als p(x) = G7Y(F(z)) bestimmen. Dies ist beispielsweise der Fall im nichsten
Unterabschnitt iiber lineare Differentialgleichungen, wo sich G als In heraustellen
wird und somit durch exp invertiert werden kann.

Ein weiteres Beispiel ist die Differentialgleichung 3’ = y?, deren Losung mithilfe
von Satz IX.2.1 wir als Ubung(!) empfehlen.

Bemerkung In etwas altmodischer und leicht inexakter, jedoch von manchen als
intuitiv empfundener Notation 148t sich Satz [X.2.1 folgendermaflen herleiten.
Aus & = f(z)g(y) folgt & = f(x)dx und somit dy = [ f(z)dz + c. Indem

dx
man letztere Gleichung nacfm y auflost erhélt man elne Losung. Die Konstante ¢

kann man dann aus einer geeigneten Anfangsbedingung ermitteln.

1X.2.2 Lineare Differentialgleichungen

Sei [ ein Intervall in R und seien a,b: I — R stetig. Dann nennt man
Y (x) = a(z)y(z) + b(x)

eine lineare Differentialgleichung und sie heiBt homogen, wenn b(z) = 0.
Wir behandeln zuerst den homogenen Fall.

Satz IX.2.2 Sei I ein Intervall in R und a : I — R eine stetige Funktion. Die
homogene lineare Differentialgleichung

Y (x) = a(z)y(x)
mit Anfangsbedingung y(zo) = ¢ hat die eindeutige Losung

T

y(r) = cexp /a(t) dt

L0
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Beweis: Da a(x)y in y stetig differenzierbar ist, ist die Losung eindeutig. Es gilt
y(xp) = cexp(0) = ¢ und

Alternativ hitten wir auch mit Satz IX.2.1 argumentieren kénnen (Ubung!), wo-
bei allerdings der triviale Fall ¢ = 0 extra zu behandeln gewesen wire. 0J

Wir schreiten nun zur Losung des inhomogenen Problems y' = a(x)y + b(z). Sei
¢ : I — R eine Losung der homogenen Differentialgleichung ¢'(z) = a(x)p(x),
die in dem Sinne nichttrivial ist, dal ¢(x¢) # 0 fiir ein o € . Aufgrund von
Satz 1X.1.3 ist dann ¢ # 0 fiir alle x € I. Somit 148t sich eine beliebige Losung
¥ von y' = a(x)y + b(x) schreiben als

(z) = e(@ulz)  (zel)
fiir eine geeignete stetig differenzierbare Funktion u : I — R. Es gilt dann
Ou+ou = =ap+b=apu+b

und, da ¢’ = ap, dafl v’ = % und somit

_ [y
u(x)—/(p(t)dt—i-d

zo

wobei sich d aus einer Anfangsbedingung y(zo) = ¢ ermitteln lafit.

Wir fassen diese Uberlegungen in folgendem Satz zusammen.

Satz IX.2.3 (Variation der Konstanten)

Sei I ein Intervall in R und seien a,b: I — R stetige Funktionen. Dann existiert
zu beliebigem xog € I und ¢ € R genau eine Lisung 1 : I — R des inhomogenen
linearen Anfangswertproblems

y' = a(x)y + b(x) y(zo) = ¢
ndamlich i
w(e) = (@) |+ | %dt
wobes



Beweis: Es gilt 1(zq) = ¢(x0) - ¢ = exp(0) = ¢ = ¢, also erfiillt ¢ die Anfangsbe-
dingung, und v erfiillt die Differentialgleichung, da

V'(z) = ¢'(x) <c+ J %dt> +p(z) - 25
x0

— a(@)p() e+ [ U2 dt) +b(z)

= a(z)y(z) + b(x)
wobei wir bei der zweiten Gleichheit ausgeniitzt haben, dafl ¢ Losung des homo-
genen Problems ist. 0

Man nennt diese Methode “Variation der Konstanten”, da die Loésung des ho-
mogenen Problems die Gestalt ¢(z)c mit einer Konstanten ¢ hat und man die
Losung des inhomogenen Problems dadurch ermittelt, dal man die Konstante ¢
durche eine geeignete “variable” Funktion u(x) ersetzt.

Beispiel IX.2.4 Wir betrachten das inhomogene lineare Problem

y = 2xy + 2°
wobei a(x) = 2z und b(x) = z*. Aufgrund von Satz IX.2.2 hat das homogene
Problem die nichttriviale Losung

o(x) = exp /Qt dt | = exp(z?)
0

Deshalb hat aufgrund von Satz I1X.2.3 das lineare inhomogene Anfangswertpro-
blem

y' = a(z)y + b(w) y(0) =c

die Losung

Y(z) = exp(x?) c+/tgexp(—t2)dt

Mithilfe der Substitution s = t* und partieller Integration erhdlt man

x

/t3 exp(—t?) dt =

0

(z% 4+ 1) exp(—2?)

N | —
| =

und somit ist die Lisung des Anfangswertproblems

W) = (c + %) exp(z?) — %(xz +1)
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IX.2.3 Die Differentialgleichung 2" = f(z)

Wenn die auf einen sich im eindimensionalen Raum bewegenden Massenpunkt
wirkende Kraft ausschlieSlich vom Ort des Massenpunkts abhédngt, so wird seine
Bewegung durch eine Differentialgleichung der Gestalt

" = f(z)

beschrieben, wobei x die Ortsfunktion des Massenpunkts ist. Des weiteren seien
die Anfangsbedingungen

x(tg) =z und  2'(ty) = vg

vorgegeben, d.h. Ort und Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢g.
Wir kénnen nun die sogenannte Potentialfunktion

Ur) = — / F(€) de

betrachten. Unter Verwendung selbiger 148t sich die Differentialgleichung um-
schreiben als

2'(t) = =U'(2(1))
woraus sich durch Multiplikation mit 2'(t) die Gleichung
2" () (t) + U'(x(t))2'(t) = 0
ergibt. Durch Integration erhalten wir

{El(t)Q
2

+U(x(t) =FE

fiir eine geeignete Konstante F, die sich aus den Anfangsbedingungen als

+U(x(to)) = —

bestimmen 1idt, da z(ty) = x¢ und U(zy) = 0.2! Da @ > 0, gilt immer
U(z) < E. Deshalb 148t sich die Differentialgleichung umschreiben als

/ /
2'(t) = V2(E — U(z(t))) bzw. 2'(t) = —/2(E - U(z(t)))
2In der Physik bezeichnet man m/(;f als kinetische Energie und U (x(t)) als potentielle Ener-
gie. Daf3 ihre Summe gleich der konstanten Gesamtenergie E ist, kennt man unter dem Namen
Energieerhaltungssatz.
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je nachdem, ob z/(t) im betrachteten Zeitintervall als > 0 oder < 0 angenommen
wird. Diese Differentialgleichung ist vom Typ getrennte Variable und somit 1483t
sich Satz IX.2.1 auf sie anwenden. Dabel erhilt man fiir den Fall 2/ > 0

t—to = G(z(t)) wobei G(z) ==

Z VR(E-T(©)

unter Ausniitzung der Anfangsbedingung z(ty) = 9. Wenn G invertierbar ist,
erhdlt man die Funktion

x(t) = Gt —to)
als Losung des Anfangswertproblems.

Ein typisches Beispiel ist die Bewegung eines Korpers (Massenpunkts) im Schwe-
refeld der Erde, die der Differentialgleichung

” —CIT
) =—
" (t) PE

fiir eine geeignete Konstante ¢ > 0 geniigt. Im Falle z > 0 vereinfacht sich die

Differentialgleichung zu
) —C
T (t) P —

2
Wenn man z(0) = r > 0 (Erdradius) vorgibt, dann ist

/?df / ac=e(;-3)

Wenn man nun zusétzlich eine Anfangsgeschwindigkeit 2/(0) = v vorgibt, dann
ist £ = % Also ist dann

o de e

Da diese Funktion auf [r, co[ monoton steigend und somit invertierbar ist, ist die
Losung des Anfangswertproblems
" _—¢ _ / _
2'(t) = — z(0) =r Z'(0)=v

T2

gegeben durch
(t) = G (1)

wobel GG wie oben berechnet wird. Man kann diese Uberlegungen dazu verwenden
(Ubung!), um die minimale Geschwindigkeit zu bestimmen, die benétigt wird, um
das Schwerefeld der Erde zu verlassen, wenn man auf der Erdoberflache startet.
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IX.3 Systeme linearer Differentialgleichungen

Unter einem System linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung verstehen wir
eine Gleichung
y = Alx)y + b(x)

wobei A : I — R und b : I — R" stetige Funktionen sind und I ein Intervall
in R ist. Es ist in Hinblick auf spéterer Betrachtungen (siche Abschnitt 1X.5)
zweckmifBig, neben Systemen reeller linearer Differentialgleichungen auch Syste-
me komplexwertiger linearer Differentialgleichungen zu betrachten, wo A : [ —
Cr und b: I — C" aber I noch immer ein Intervall in R ist. Natiirlich ist dann
A(x)y als Multiplikation von Matrizen mit Eintrdgen in C zu verstehen. Man
kann jedoch ein komplexwertiges System von n linearen Differentialgleichungen
als ein reellwertiges System von 2n linearen Differentialgleichungen auffassen (da
die Multiplikation mit einer komplexen Zahl eine lineare Abbildung von R? nach
R? induziert). Im weiteren schreiben wir K statt R bzw. C. Folgendes Lemma,

das die Produktregel auf komplexwertige Funktionen ausweitet, ist im weiteren
hilfreich.

Lemma IX.3.1 Sei I ein Intervall in R und seien f,g: I — C differenzierbare
Funktionen. Dann gilt

(f-9) (@) = f(z) - g(z) + f(zx) - g'(x)
fiir alle x € I.
Beweis: Seien f1, fa, g1, g2 : I — R, sodaf
f(@) = fix) +ifa(z) 9(x) = g1(x) + iga(x)
fiir z € I. BEs gilt
hz) = f(z) - g(z) = (fi(x)g1(x) = fa(2)g2(x)) + i(f1(2)g2(2) + fa(x)g1(2))
fiir x € I. Man rechnet nun leicht nach, daf
() = f'(z)- g'(x)
fir z € 1. U

Im allgemeinen garantiert der Satz IX.1.4 blof die Existenz einer lokalen Lésung.??
Im Falle linearer Differentialgleichungen haben wir jedoch folgendes stérkere Re-
sultat.

22Beispielsweise hat das Anfangswertproblem
vy =y y0)=c

keine globale Losung, wenn ¢ # 0 (Ubung!).
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Satz 1X.3.2 Sei I ein offenes Intervall in R und seien
AT —-K' und b:I—K"

stetige Funktionen. Dann gibt es zu jedem xo € I und ¢ € K" genau eine Lisung
v : I — K des Anfangswertproblems

Yy =A@)y+b  ylw) =c

Beweis: Sei f : I x K* — K" : (z,y) — A(z)y + b(z). Fiir jedes kompakte
Intervall J C I geniigt die Einschréankung von f auf J x K" einer globalen

Lipschitz-Bedingung mit Lipschitz-Konstante L = sup ||A(x)||. Somit folgt aus
zeJ
Satz IX.1.3 die Eindeutigkeit der Losung.

Die Losung des Anfangswertproblems existiert auf J und wird vermittels des
Picard-Lindeltfschen Iterationsverfahren konstruiert. Wir definieren

wo(z) =0 und Yrs1(T) = c+ /f(t, (1)) dt

fiir x € J. Da ¢ und ¢ stetig sind und J kompakt ist, existiert K := sup ||¢o(z)—
zeJ
©1(2)||. Durch Induktion iiber k zeigt man leicht, daf§

LF|x — xoF

ler1(2) = eu(@)]] < K——3

fir alle x € J. Somit konvergiert die Folge (¢y) auf J gleichméfig gegen eine
stetige Grenzfunktion ¢ : J — K". Wie im Beweis von Satz 1X.1.4 zeigt man,
daB ¢ eine Losung des Anfangswertproblems ist.

Die Behauptung fiir das offene Intervall I folgt nun, da man I durch immer
groflere kompakte Intervalle J ausschopfen kann. 0

Wenn b = 0 ist, nennt man das System linearer Differentialgleichungen homo-
gen und anderfalls inhomogen. Offenbar bildet die Menge der Losungen eines
homogenen Systems einer Vektorraum. Der néchste Satz gibt eine einfache Cha-
rakterisierung der linearen Unabhéngigkeit von Losungen, woraus folgt, daf3 der
Losungsraum Dimension n hat.

Satz IX.3.3 Sei I ein offenes Intervall in R und A : I — K stetig. Die Menge
Ly aller Losungen ¢ : I — K™ von ¢y = A(x)y bildet einen n-dimensionalen K-

Vektorraum. Fir ein k-Tupel @, ..., pr € Ly sind folgende Aussagen dquivalent
i) ©1,...,¢k sind linear unabhdingig in Ly
ii) es existiert ein xo € I, sodafl ©1(xo),...,ex(xo) in K" linear unabhdngig
sind
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iii) fir alle x € I sind @1(x),...,pr(x) linear unabhdngig in K".

Beweis: Klarerweise gelten die Implikationen iii) = ii) = i). Angenommen es gilt
i), aber fiir ein z € I sind ¢;(z),...,@k(x) linear abhingig in K". Dann gibt es
A1, .., A € K| sodaB nicht alle \; gleich 0 sind aber Ajpq () +- - -+ Appr(x) = 0.
Aufgrund von Satz 1X.3.2 ist dann Ajp; + -+ - + A\pr = 0 im Widerspruch zur
Annahme, da8 ¢4, . .., ¢k linear unabhéngig sind. Also haben wir i) = iii) gezeigt.

Sei xg € I und seien ey, ..., e, die n linear unabhéngigen Einheitsvektoren des
K™, Sei ¢; die aufgrund von Satz IX.3.2 eindeutig bestimmte Losung des An-
fangswertproblems

y = A(x)y mit y(xo) = €

Dann sind aufgrund der Aquivalenz von i) und ii) die Losungen 1, . .., @i linear
unabhéngig in Ly. 0
Wir nennen eine linear unabhéngige Menge ¢4, ..., ¢, von Losungen ein Funda-

mentalsystem von y' = A(x)y.
Beispiel 1X.3.4 Wie betrachten das Differentialgleichungssystem

yi = —WY2

Yo = WY
wobei w € R eine Konstante ist. In Matrizenschreibweise sieht die folgenderma-
fen aus
v1 _ 0 —w\ (n
Y5 w 0 Yo
Man errdt leicht die Losungen
() = COSWT () = —sinwz
I =\ sinwa VAT =\ coswa
und aufgrund von Satz IX.3.3 bilden sie auch ein Fundamentalsystem, da

sinwr  coswx

det ®(z) = det(y1(z) | y2(x)) = det (

coswx —sin wz) 1

fiir alle x € R.

Satz IX.3.5 Sei I ein offenes Intervall in R und seien A : I — K und b :
I — K" stetige Funktionen. Sei Ly die Menge der Ldsungen des homogenen

Systems y' = A(x)y und L; die Menge der Losungen des inhomogenen Systems
y' = A(z)y + b(x). Dann gilt fiir beliebige ¢ € Ly, daff Ly =1 + Ly.
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Beweis: Seien ¢; und s in Ly, dann ist ¢ := 1y — ¢ in Ly. Wenn ¢ € L; und
@ € Ly, dann ist auch ¥ + ¢ € L;. O

Satz IX.3.6 Unter den Annahmen von Satz 1X.3.5 sei ¢1,...,p, ein Funda-
mentalsystem fir das homogene Problem y' = A(x)y und ®(z) = (901(93) | - |

¢n()). Dann ist eine Lisung des inhomogenen Systems y' = A(z)y+b(x) gegeben
durch

W(x) = d(x)u(z) wober  u(x) = /@(t)_lb(t) dt + const.

wobei xy ein beliebiges Element von I ist.

Beweis: Da ¢y, ..., p, ein Fundamentalsystem ist, ist aufgrund von Satz 1X.3.3
die Matrix ®(z) fiir alle € I invertierbar.

Zur Losung des inhomogenen Problems machen wir den Ansatz ¢ = ®u. Es gilt
dann

(1) ¢ = ®'u + Pu’ wegen der Produktregel und
(2) AY +b= Adu +b.
Es gilt dann wegen ¢ = AP, daf

V=AY+b <
d'u+du = Adu+b &
du'=b <&

u=d 1

wobei die letzte Bedingung dquivalent ist zu u(z) = [ ®(¢)~*b(t) dt + const. O
z0

Beispiel 1X.3.7 In Fortfihrung von Bsp. 1X.3.4 betrachten wir das inhomogene

System
iy _ (0 =1\ (wn 0

()= () GG

Aus Bsp. IX.3.4 wissen wir, dafl
cosT —sinx
O(z) = <sina: CoS T )

ein Fundamentalsystem fir das assoziierte homogene Problem ist. Wir verwen-
den nun Satz 1X.3.6, um eine spezielle Lisung des inhomogenen Problems zu

berechnen. Es qilt
1 __ [ cosx sinzw
blx)™ = (— sin cosx)

177



und somit

_1 [ cosx sinx 0\ [xsinz
®(z) " b(w) = (— sinz  cos x) (:13) o (x cosx)

tsint
u(z) = / (t cos t> dt + const.
0

Mithilfe partieller Integration erhdlt man

Also ist

/:csinx dxr =sinx — xcosx
/xcosx dr = cosx + xsinx

und somit kann man
sinx — xcosz
u(z) = )
COST +xsinzx

wdhlen. Damit ergibt sich eine spezielle Lisung des inhomogenen Problems als

mit ci,co € R.

IX.4 Systeme linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

Eine besonders einfach Losungstheorie hat man fiir Systeme linearer Differenti-

algleichungen 1. Ordnung v'(z) = Ay(x) + b(z), wo A nicht von z abhéngt, d.h.

die Koeffizienten konstant sind.

Um den entsprechenden Satz formulieren zu kénnen, brauchen wir vorab folgen-
des Lemma.

Lemma IX.4.1 Sei A\ = A\ + i)y eine komplexe Zahl. Dann ist die Ableitung
der Funktion f : R — C : t — exp(At) gleich f'(t) = Nexp(At).

Beweis: Wenn wir f differenzieren, fassen wir f als Funktion von R nach R? auf,

d.h.
exp(Ait) cos(Aat)
f(t) = (exg(xlt) sin(/\zt))
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und somit erhalten wir

) = A1 exp(Ait) cos(Aat) — Ay exp(Art) sin(Aqt)
F') = A1 exp(Aqt) sin(Aqot) + Ag exp(Ait) cos(Aqt)

Man rechnet aber leicht nach, da8 f{(t) +if5(t) = A - (f1(t) + if2(¢)) und somit
f'(t) = X - exp(At) wie behauptet. O

Satz IX.4.2 Sei A € C' und a ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \, dann
151
0:R—=C":trexp(At)-a

eine Losung von y' = Ay.

Beweis: Da Aa = \a, gilt

O'(t) = X-exp(At) -a = exp(At) - X -a = exp(At) - Aa = A(exp(\t) - a) = Ap(t)
und somit ist ¢ eine Losung. U
Wenn nun A diagonalisierbar ist, erhélt man sogar ein Fundamentalsystem.

Korollar IX.4.3 Sei A € C}! und ay,...,a, eine Basis von Eigenvektoren zu
den Eigenwerten \q, ..., \,. Dann bilden die Funktionen

o :R—=C":t—exp(\t)-ar (E=1,...,n)
ein Fundamentalsystem fiir v = Ay.

Beweis: Wegen Satz [X.4.2 sind alle ¢, Losungen und wegen Satz 1X.3.2 sind
sie linear unabhéngig, da ¢1(0) = ay,...,v,(0) = a, nach Vorausetzung linear
unabhéngig sind. OJ

Beispiel 1X.4.4 Betrachten wir wiederum das System

(=0 ) )

d.h. den Spezialfall von Bsp. IX.3.4 mit w = 1. Die Matriz

()

hat die Figenwerte A\ = 1 und Ay = —i mit zugehorigen Figenvektoren

() e wn()
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Deshalb sind aufgrund von Satz 1X.4.2 sowohl

B B . 1\ [cost+isint
©1(t) = exp(Ait)a; = (cost + isint) ( ) = (sint 4 cos t>

als auch

©2(t) = exp(Aat)as = (cost — isint) C) = (

cost —isint
sint 4 i cost

Daraus lassen sich die beiden linear unabhdngigen reellen Lisungen

cost —sint
yl(t) - <sint> und yQ(t) - ( cost )

ablesen.

IX.5 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Ko-
effizienten

Eine Differentialgleichung der Gestalt
Y + a1y + oy 4+ Y + agy = b(2) (ag, ..., an—1 € C)

nennt man lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten. Sie heifit homogen, wenn b(z) = 0, und andernfalls inhomogen. Sol-
che Differentialgleichung lassen sich natiirlich umschreiben in lineare Systeme
1. Ordnung, fiir die wir im vorigen Abschnitt die Losungstheorie diskutiert ha-
ben. Deshalb haben lineare Differentialgleichungen eindeutige Losungen, sofern
man Anfangswerte y(z¢) = co, y'(70) = c1 ...,y V(zy) = c,_1 vorgibt. Bei der
Losungstheorie im vorigen Abschnitt haben die Eigenwerte und Eigenvektoren
der Koeffizientenmatrix eine entscheidende Rolle gespielt (Satz 1X.4.2 und Co-
rollar 1X.4.3).

Im nun vorliegenden spezielleren Fall wird sich hingegen herausstellen, daf§ die
Nullstellen des assoziierten Polynoms

PT)=T"+ an 1 T" " + anoT" 2+ 4+ a,T +ag

die entscheidende Rolle spielen werden. Wir bezeichnen die Variable des Polynoms
P mit T, weil wir fiir sie nicht blof} Zahlen, sondern auch “Operatoren” (oft mit
T bezeichnet) einsetzen werden, typischerweise den “Differentialoperator” D, der
differenzierbare Funktionen f auf D(f) abbildet, wobei D(f)(x) = f'(x). Dabei
wird die Multiplikation als Hintereinanderausfithrung von Operatoren interpre-
tiert. Amiisanter- und niitzlicherweise gelten fiir die mit D instanziierten Poly-
nome die iiblichen Rechengesetze wie z.B.

(P + P)(D) = Pi(D) + P»(D) (PLP)(D) = Pi(D)P2(D)
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Unter Verwendung dieser Notation schreibt man fiir
v +a, 1y a0y b ay Fagy = b

abkiirzend
P(D)y=1»b

wobei P(T) =T" + a, 1 T" ' + ap_oT" 2+ -+ + a1 T + ag. Wenn eine Funktion
f durch einen Ausdruck e(z) definiert wird als f(z) = e(x), dann schreiben wir
oft P(D)e(z) fiir P(D)(f)(z) wie in den folgenden Lemmata.

Lemma IX.5.1 Sei P(T) ein Polynom und A € C. Dann gilt

P(D)exp(Ax) = P(\) exp(Az)

Beweis: Sei P(T) = 5" a; T%. Dann gilt

n n

P(D)(exp(A\x)) = Zaka exp(Az) © Zak)\k exp(Az) = P(exp(Ax))
k=0 k=0
wobei (*) aufgrund von Lemma IX.4.1 gilt. O

Lemma IX.5.2 Sei A € C und k € Ny. Dann gilt fiir jede auf einem Intervall
I C R k-mal differenzierbare Funktion f : I — C, daf

(D = N*(f(x) exp(Az)) = [®) (@) exp(Az)
fiir alle x € 1.

Beweis: Der Beweis geht mit Induktion iiber k. Fiir £ = 0 ist die Behauptung
trivialerweise wahr. Wir nehmen als Induktionhypothese an, die Behauptung gelte
fur k. Es gilt dann fiir (k + 1)-mal differernzierbar Funktionen f, daf

(D — A =( M (D = NF(f(x) exp(Ar))

><D N <x>exp<m>>
— D(f®(z) exp(Az)) — Af®) () exp(Ax)

X:4 1) fED(z) exp(Az) + Af ) (z) exp(Az) — Af P (z) exp(Az)
— 0 () exp(Aa)

womit der Induktionsschritt bewiesen ist. [l

/‘\
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Lemma IX.5.3 Sei P ein Polynom mit Koeffizienten in C und A\ € C mit
P(\) #£0. Wenn g : R — C eine Polynomfunktion vom Grad k ist, dann gilt

P(D)(g(z) exp(Azr)) = h(z) exp(Az)
wobei h : R — C wieder eine Polynomfunktion vom Grad k ist.

Beweis: Man kann das Polynom nach Potenzen von T — A umordnen, d.h.

P(T) =) a,(T =\

fiir geeignete Koeffizienten a,, € C. Da P()\) # 0, gilt ag # 0. Nach Lemma 1X.5.2
gilt dann

P(D)g() exp(Az)) = 2, ay(D = A)"(g(z) exp(Az))
= 3 a9 () exp(a)
v=0
= h(x) exp(Az)
wobei h(z) = Y a,ug® (x). Da ay # 0, ist h wiederum eine Polynomfunktion

v=0

vom Grad k. O

Basierend darauf kénnen wir nun folgenden Satz beweisen.

Satz IX.5.4 Sei P(T) = T" + a,1T" ' + - + 1T + ao ein Polynom und
seien A, ..., A\ € C paarweise verschiedene Nullstellen von P mit Vielfachheiten
ki,... k.. Dann bilden die Funktionen ¢ : R — C mat

©im(z) = 2™ exp(\;jx) (1<j<r,0<m<kj)
ein Fundamentalsystem fiir die homogene lineare Differentialgleichung
P(D)y =y™ +an g™V + -+ a1y +agy =0
n-ter Ordnung.

Beweis: Wir zeigen zuerst, daf§ alle ¢;,,, Losungen sind. Da ); eine Nullstelle von
P mit Vielfachheit k; ist, gilt

P(T) = Qj(T)(T — X))
fiir ein geeignetes Polynom @);. Es gilt dann, daf

P(D)gpjm(x) = Q;(D)(D—=\)" (2™ exp(\jz) 222 Q;(D) (DM ™) exp(Aja)) = 0
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da m < kj.
Wir zeigen nun, daf} die ¢;,,, linear unabhéngig sind. Eine Linearkombination der

©;m hat die Gestalt
Z gj(x) exp(Ax)

wobei g; ein Polynom mit Grad < &; ist. Fiir die lineare Unabhingigkeit miissen

wir zeigen, dafl die Linearkombination nur dann gleich der Nullfunktion ist, wenn

alle g; verschwinden. Wir zeigen dies durch Induktion iiber 7.

Falls ¢, (z) exp(A1x) = 0, dann ist g, (z) = 0, da exp(A\x) # 0.

Wir nehmen als Induktionhypothese an, die Behauptung gelte fiir . Angenom-
r+1

men ) gj(x)exp(A;x) = 0 gelte fiir alle x € R. Wenn eines der Polynome ver-
j=1

schwindet, verschwinden auch die restlichen aufgrund der Induktionshypothese.

Andernfalls, d.h. wenn alle g; nicht verschwinden, wenden wir (D — A, y1)"+ auf

die Gleichung an und erhalten aufgrund von Lemmata 1X.5.2 und IX.5.3
Z h;(z)exp(Ajz) =0

wobei die hq,...,h, wiederum Polynome sind, die nicht verschwinden. Dies ist
aber nach Induktionshypothese nicht moglich. Also haben wir gezeigt, dafl alle
h; verschwinden. U

Von besonderem Interesse ist der Fall, wo alle alle Koeffizienten a; in
v+ an gV ay +y=0

reell sind. Wenn f(z) = fi(z) + if2(x) eine komplexe Losung ist, dann sind f;
und fo relle Losungen. Wenn A eine reelle Nullstelle des assoziierten Polynoms
P(T)=T"+ a, 1T" '+ -+ +a;T + ag mit Vielfacheit % ist, dann trigt diese
Nullstelle die reellen Lésungen

™ exp(Ax) (0<m<k)

bei. Wenn A = Ay + i)y eine echt komplexe Nullstelle von P ist, dann ist auch
é = A\ + 1Ay eine echt komplexe Nullstelle von P. Auflerdem haben dann A und
A dieselbe Vielfachheit k. Die Nullstelle A gibt Anlafl zu den reellen Losungen

™ exp(A1z) cos(Aax) und ™ exp(A12) sin(Ag2) (0<m<k)
wohingegen die Nullstelle A Anla8 gibt zu den Lésungen

™ exp(A1z) cos(— ) und ™ exp(A1z) sin(— ) (0<m<k)
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Es gilt aber
2™ exp(A1z) cos(Aax) = 2™ exp(Ax) cos(—Aqx)

und
™ exp(Az) sin(—Xox) = —2™ exp(A\x) sin(Agx)

woraus folgt, daf3 die lineare Hiille des Beitrags von A zu den reellen Losungen
gleich der linearen Hiille des Beitrag von A zu den reellen Lésungen ist. Somit
haben wir n reelle Losungen gefunden, die den gesamten reellen Losungsraum
aufspannen und linear unabhéngig sind, da der Losungsraum nach Satz 1X.3.3
Dimension n hat. Also bilden diese Funktionen ein Fundamentalsystem fiir die
reellen Losungen der Differentialgleichung.

Aus diesen Uberlegungen folgt folgender

Satz IX.5.5 Seiy™ +a,_1y" V4. -+a1y/+y = 0 eine lineare Differentialglei-
chung n-ter Ordnung mit a; € R und P(T) =T"+a, \T" '+ +a1T +agy das
assozierte Polynom. Dann ist ein Fundamentalsystem fiir die reellen Lésungen
gegeben durch

(1) die Funktionen
™ exp(Ax) (0<m<k)

wobei A eine reelle Nullstelle von P mit Vielfacheit k ist und
(2) die Funktionen
™ exp(A\x) cos(Aax) und ™ exp(A\z) sin(Agx) (0<m<k)
wobei A1 + 1Ay eine Nullstelle von P mat Vielfachheit k ist und Ay > 0.

Fiir lineare Differentialgleichungen mit konstanten reellen Koeffizienten lassen
sich also sédmtlich Losungen aus ganzzahligen Potenzen, Exponential- und Win-
kelfunktionen zusammensetzen, d.h. mithilfe elementarer Funktionen ausdriicken.

Beispiel I1X.5.6 (geddmpfte Schwingung)
In der Physik betrachtet man folgende Differentialgleichung

2" (t) 4 2uz’ (t) + wiz(t) = 0

wobei wy > 0 und p > 0. Dabei wird 2p0 als Dampfungsfaktor bezeichnet. Wenn
uw =0, dann ist

x1(t) = coswpt xo(t) = sinwyt
ein Fundamentalsystem fir die entsprechende Differentialgleichung und somit

konnen wir wy als Frequenz der Schwingung auffassen.
Die Nullstellen des assoziierten Polynoms P(\) = A\? + 2u\ + wi sind

Al = —p £ \/,U2 — W
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Wir unterscheiden nun die Fille, wo u*> —w? echt kleiner, gleich oder echt gréfer
0 ust.

1. Fall : 0 < p < wy
In diesem Fall haben wir zwei komplexe Nullstellen

)\172 = U + 1w
wobei w = \/wi — p?. Also haben wir das reelle Fundamentalsystem
©1(t) = exp(—pt) cos(wt) a(t) = exp(—pt) sin(wt)

2. Fall : p=wy
Das Polynom besitzt die Nullstelle —p mat Vielfachheit 2. Also haben wir das
reelle Fundamentalsystem

p1(t) = exp(—put)  a(t) = texp(—put)

3. Fall : p > wy
Das Polynom hat die beiden reellen Nullstellen

Ao = —pEy/p? —wj

Da p > +/p? — wi, sind beide Nullstellen negativ. Wir schreiben p; fir —\;. Also
haben wir das reelle Fundamentalsystem

©1(t) = exp(—pat) Pa(t) = exp(—pat)

Physikalische Interpretation

Bei kleiner Dampfung (1.Fall) ergeben sich Schwingungen, deren Amplituden mit
dem Faktor exp(—put) abnehmen, wobei sich die Frequenz von wo zu \/wy — p?
verkleinert. Bei gréfierer Dimpfung (2. und 3. Fall) tritt keine Schwingung mehr

auf.
Um Losungen fiir inhomogene Probleme der Gestalt
P(D)y =y"™ + apy™ M+ + ary + agy = b

zu finden, kann man die Satze 1X.5.4 bzw. IX.5.5 mit Satz 1X.3.6 kombinieren, da
man P(D)y = b in folgendes inhomogene lineare System 1. Ordnung umschreiben
kann

Y1 = Y2
Y1 = Yn
Yo = —Qn_1Yn+ - —a1y2 — agy1 + b



wobei natiirlich ¥, ..., y, das System genau dann 16st, wenn 3, die inhomogene
Differentialgleichung l6st und y) = yx41 fiir 1 < k < n.

Wenn nun ¢y, . . ., ¢, ein Fundamentalsystem fiir das homogene System P(D)y =
0 ist, dann bilden

SOI Qpn

© ©n

et -1
o A

ein Fundamentalsystem fiir das homogene lineare System 1. Ordnung. Somit ist
die sogenannte Wronski Matrix

o
W(I) - gpl:x (‘Onix
V@) et (@)

fiir alle z invertierbar und wir erhalten mit Satz 1X.3.6
T 0
W(z) = W(z)ulz)  wobei u(z) = / wo | | a
20 b(t)

als Losung des inhomogenen Systems.

Wenn jedoch das Storglied b eine besondere Gestalt hat, kann man einfacher
vorgehen, wie folgender Satz vorschlagt.

Satz IX.5.7 Sei P(T) =T"+a, 1T" ' +...a1T+ag mita; € Cundb: R — C
eine Funktion der Gestalt

b(x) = f(z) exp(Aa)

wobei f ein Polynom vom Grad m mit komplexen Koeffizienten und A eine Null-
stelle von P mit Vielfachheit k ist. Wir lassen auch den Fall k = 0 zu, wo X\ keine
Nullstelle von P ist. Der Fall k > 0 wird als “Resonanzfall” bezeichnet.
Dann besitzt

P(D)y =10

eine Liosung der Gestalt
(@) = h(z)* exp(Aa)

wobei h(x) ein Polynom vom Grad m ist.
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Beweis: Nach Voraussetzung gilt P(T) = Q(T)(T — \)* fiir ein Polynom @ mit
Q(N) # 0. Wir beweisen nun die Behauptung mit Induktion iiber m.
Im Fall m = 0, liegt eine Differentialgleichung der Gestalt

P(D)y = cexp(\x)

vor. Eine spezielle Losung ist gegeben durch

() =

c
KOO
denn aufgrund der Lemmata IX.5.1 und 1X.5.2 gilt
P(D)(a* exp(Az)) = Q(D)(D — A)*(a" exp(A))
— Q(D)(K exp(Aa))
= k!Q(N) exp(Az)

Wir nehmen als Induktionshypothese an, die Aussage gelte fiir m. Aufgrund der
Lemmata 1X.5.2 und 1X.5.3 gilt, dafl
P(D)(z™* exp(Az)) = Q(D)(D — A)*(a™+ 1 exp(Az))

= QD) (e exp(A))

z* exp(\x)

= g(z) exp(Az)

wobei ¢ ein Polynom vom Grad m+1 ist. Fiir ein geeignetes ¢ € C\ {0} ist dann
f1 = f — cg ein Polynom vom Grad m. Nach Induktionshypothese existiert ein
Polynom h;(z) vom Grad m mit

P(D)(a(2)s* exp(Aa)) = fi(x) exp(ra)
Fiir h(z) = hy(z) + ca™*! gilt nun
P(D)(h(x)r* exp(Az)) = (fi(z) + cg(z)) exp(Az) = f(z) exp(\z)

Da h(x) ein Polynom vom Grad m + 1 ist, haben wir die Behauptung fiir m + 1
bewiesen. 0

Dieser Satz erlaubt uns auch die Existenz reeller Losungen nachzuweisen, wenn
die Koeffizienten von P reell sind, denn, wenn 1 eine komplexe Losung von
P(D)y = bist, dann ist der Realteil 2Re(¢)) von 1) eine reelle Losung von P(D)y =
Me(b) und der Imaginérteil Jm(¢)) von ¥ eine reelle Losung von P(D)y = Jm(b).

Beispiel IX.5.8 Wir betrachten die Differentialgleichung
2" (t) + wiz(t) = acos(wot)
wobei wy und a reell sind und wy > 0. Es geniigt also eine komplexe Lésung fiir

2" (t) + wix(t) = aexp(iwot)
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zu finden, da deren Realteil das urspringliche Problem lost.
Das assoziierte Polynom P(T) = T?+w? hat die einfache Nullstelle iwy. Aufgrund
von Satz IX.5.7 hat das Problem eine Losung der Gestalt 1(t) = ct exp(iwot). Wir
bestimmen nun ein geeignetes ¢ durch Einsetzen in die inhomogene Differential-
gleichung. Es gilt

V' (t) = cexpliwgt) + iwoct exp(iwot)

und somsit
V" (t) = iwpcexp(iwpt) + iwgc exp(iwgt) — wact exp(iwot)

also
P(D)y(t) = 2iwgc exp(iwot)

Aus 2iwgcexp(iwgt) = aexp(iwgt) folgt ¢ = 5ie; - Die inhomogene Differentialglei-

chung P(D)y(t) = aexp(iwgt) ist also erfillt fir die Funktion

U(t) = g5t explint)

Also besitzt P(D)x = acos(wot) die reelle Losung

o(t) = Re(W(1)) = ——t sin(wot)

2&)0
Im Falle a # 0 gilt tlim lo(t)] = 0o. Da alle Lisungen des homogenen Problems
beschrinkt sind, gilt tlim lp(t)] = oo fiir beliebige Ldsungen ¢ der Differenti-
algleichung P(D)x = acos(wot), sofern a # 0. Man nennt dieses Phinomen

“Resonanzkatastrophe”.

Wie wir in diesem Beispiel gesehen haben, bestimmt man die Koeffizienten des
Polynoms h, dessen Existenz durch Satz IX.5.7 gewéhrleistet wird, durch Einset-
zen von h(z)z* exp(Az) in die Differentialgleichung P(D)y = b.

Fiir den reellen Fall lédsst sich dieses Verfahren wie folgt formulieren.

Satz 1X.5.9 Sei P(T) =T"+a, 1\ T" ' +...a;T+ao mita; ER undb: R — R
eine Funktion der Gestalt
b(x) = p(x) exp(ax) cos(fz) bzw. b(x) = p(x) exp(ax) sin(fz)

wobei p ein Polynom vom Grad m mit rellen Koeffizienten und o+ i3 eine Null-
stelle von P mit Vielfachheit k ist. Wir lassen auch hier den Fall k = 0 zu, wo
a + 10 keine Nullstelle von P ist.

Dann besitzt
P(D)y =10

eine Liosung der Gestalt
Y(z) = 2"-exp(az)-(cos(Bz) (Anz™+. .. Ajz+Ag)+sin(Bz)(B,z™+. .. Biz+By))

fiir geeignete reelle Zahlen A; und B;.
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Beweis: Der Real- bzw. Imaginérteil der von Satz [X.5.7 garantierten Losung von
P(D)y = p(z)exp((a + i8)z) ist offensichtlich von der behaupteten Form. [

Wir illustrieren die Methode anhand des folgenden Beispiels.
Beispiel IX.5.10 Wir betrachten die Differentialgleichung vierter Ordnung

y" — 4y + 8y — 8y + 4y = 4a?
mit dem assoziterten Polynom

M a8 — 8 +4=(N—(14+14)*(\— (1 —14))?
In der allgemeine Storfunktion b(z) = p(x)-exp(ax)-cos(fz) ista =0, =0 und
p(x) = 42® zu setzen. Da o + i3 = 0 keine Nullstelle des assoziierten Polynoms
ist, d.h. k =0, wdhlen wir gemaf Satz 1X.5.9 den Ansatz
y(x) = Ag2® + Az + Ag
Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhalten wir
4Ay - 2% + (1645 + 4A)) - 7 + (16 Ay — 8A; + 4A4,) = 4x?
woraus mit Koeffizientenvergleich folgt, dafy Ay =1, A1 =4, Ag = 4. Somit ist
y(r) =2 + 4w + 4

eine Losung der Differentialgleichunyg.
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