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Zum Bearbeiten dieses Aufgabenblattes benétigen Sie den Inhalt von Kapitel 2 im Skript.

Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Lagrangesches Interpolationspolynom)

Es seien folgende Daten gegeben:
k|0 |1|2]|3
x| 1 12(3]4
Y| —610|2]|6

M

(a) Bestimmen Sie das Lagrangesche Interpolationspolynom vom Grad < 3, das die Interpolationsbe-

dingungen fiir (1) erfiillt.
(b) Zeichnen Sie das Interpolationspolynom und die Interpolationspunkte.
Losung:
(a) Die Lagrange-Polynome lauten

2x—x; x—2 x—3 x—4 1
_ J _ . . — 3 _ 2 _
Los(x) = |] - —5 = ¢ (x* - 9x* +26x —24)

lal-x; -1 -2
j#0
3
XxX—x; x—1 x-3 x—4 1
Lis(x) = ! = . . =—(x®—8x?+19x — 12
13(x) gz—xj 1 -1 -2 2( )
j#1
3
X—Xx; x—-1 x—2 x—4 1
Lys(x) = L= : : =—=(x®—7x%+14x -8
2:3(x) QB—xj 2 1 -1 2( )
j#2
3
X—x; x—1 x—-2 x-3 1
Lys(x) = L= . . =—(x*-6x2+11x—-6
2.a(0) g4—xj 52 1 sl )
j#3

und Einsetzen ergibt
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(b) Aus Abbildung 1 erkennt man, dass p5 die Interpolationsbedingungen fiir (1) erfiillt.
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Abbildung 1: Das Interpolationspolynom p; und die Stutzstellen.

Aufgabe G2 (Interpolation)
Gegeben sei die Funktion

f:[0,1] >R x— 8x*—18x%+10x%+0,5x.

Lesen Sie sich zuerst beide Aufgabenteile durch und entscheiden Sie sich dann fiir eine der Thnen be-
kannten Interpolationsformeln. Begriinden Sie Thre Wahl.
(a) Berechnen Sie zu f und den Stiitzstellen {0, %, 1} das Interpolationspolynom vom Grad < 2 auf
dem Intervall [0, 1].
(b) Berechnen Sie zu f und den Stiitzstellen {0
dem Intervall [0, 1].
Losung: Wir wihlen die Newtonsche Interpolationsformel, da hier fiir das nachtragliche Hinzufiigen
neuer Stiitzstellen in Aufgabenteil b) weniger Aufwand benotigt wird.
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302 1} das Interpolationspolynom vom Grad < 3 auf

(a) Wir berechnen die dividierten Differenzen:
Xo=0|yo=0 ~

1 -1-2
xp=3|yn=1 < T = 3

1
Xo=1|y,=5 7/

Wir lesen ab: yq =0, y; = 2 und y, = —3. Daraus ergibt sich das Interpolationspolynom

1 7
pz(x)zyo—i-}fl(x—x0)+y2(x—xo)(x—xl):2-x—3-x(X—E) =—3x2+§x.




(b) Wir erweitern das Schema aus Teil a):
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Wir sehen, dass y5 = 0 gilt und haben daher p5(x) = p,(x).
Aufgabe G3 (Kubische Splines)
Gegeben sei die Funktion
fil-1,1]1>1[1,2]: x— 206G,
Interpolieren Sie die Funktion f durch einen kubischen Spline. Verwenden Sie dabei die Zerlegung
A = {—1,0,1} und natiirliche Randbedingungen.
Losung: Es gilt
Yo=1, y;=2, ,y,=1, und hy=h;=1.

Daraus ergibt sich fiir die Momente M, M;, M, das Gleichungssystem
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mit der eindeutigen Losung

Daraus ergeben sich die Konstanten
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Daraus folgt
1 , 3
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Die Funktion und der Spline sind in Abbildung 2 dargestellt.
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Abbildung 2: Die Funktion f und der Spline s.

Aufgabe G4 (Fehlerabschitzung)
Gegeben sei die Funktion

f:[0,2] = [-1,1] x> sin(mx)

Geben Sie folgende Fehlerabschétzungen fiir x € [0,2] an:

(a) bei kubischer Spline-Interpolation mit Hermite-Randbedingungen unter Verendung der Zerlegung
A={0,11,3 2}

J 2) > 2)
(b) bei linearer Spline Interpolation mit gleicher Zerlegung A.

(c) bei Polynom-Interpolation (vom Grad < 4) an den Stiitzstellen x; = g firk=0,...,4.
Losung:
(a) Nach Satz 2.2.6 gilt

max 17 () =500l < 2 sup [FOO
384 £e€la,b]

Wir identifizieren:
1
a=0, b=2, hp, = > F®(x) = n*sin(7x).

Um das Maximum von |f | zu bestimmen, berechnen wir die lokalen Extrema von f® auf [0, 2]:

FO(x)=r®cos(nx) =0, x € [0,2] = x € {%, 2}

und vergleichen die Werte von f® an den lokalen Extrema mit denen am Rand des Intervalls [0, 2]:
f(4)(0) =0 f(4) 1 =t f(4) E =t f(4)(2) =0
) 2 > 2 3
Wir erhalten also

5,1
- — ~0,0792.
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(b) Mit Satz 2.2.3 und dhnlichen Uberlegungen wie in (a) erhalten wir

2

1 @ 5 1 1 =«
max If(x) —s(x)| << sup [f*(&)|h; =< sup |—m sm(n§)|— = — ~0,3084.
8 zeo0,2] 8 £c[0,2] 32

(c) Mit Korollar 2.1.3 ergibt sich

1F () = pa()] < |f(5)( )l(z 0)° = I cos(m)l L, 3270 o1 6052
ralon] ) X)T PaOL = TEX cetos] 120 BEET Rt

Hausiibung

Aufgabe H1 (Lagrangesches Interpolationspolynom)

Die Funktion f (x) = 4/x soll mit Hilfe des Langrange-Interpolationspolynoms p(x) zwischen den Stiitz-
stellen x, = %, x; = 1 und x, = 4 interpoliert werden. Vergleichen Sie die Punktauswertungen von f
und p in den Punkten x = % und x = 2 und skizzieren Sie die Graphen von f und p.

Losung: Die Lagrange-Polynome lauten
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Die Punktauswertung ergibt
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Der Interpolationsfehler betragt also I\/g — p(%)| ~ 0,0293 bzw. [v2 — p(2)| ~ 0,0969.
Die Graphen sind in Abbildung 3 eingezeichnet.

Aufgabe H2 (Inverse Interpolation)

Gegeben sei die Funktion

f:[0,1] = [—1, ] X — X —4%
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Abbildung 3: Vergleich von f (x) = \/Ex) und dem Interpolationspolynom p(x).

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion f eine Umkehrfunktion besitzt.

(b) Berechnen Sie ein Newtonsches Interpolationspolynom vom Grad 2 zur Umkehrfunktion von f.
Versuchen Sie dabei die Stiitzstellen so zu wihlen, dass die Stiitzstellen sowie die zugehorigen
Funktionswerte rational sind.

Losung:

(a) Fiir x € [0,1] ist sowohl x? als auch —4% eine streng monoton wachsende Funktion. Folglich ist
auch f streng monoton wachsend und daher umkehrbar. (Da f(0) = —1 und f(1) = % gilt, ist

f0,1D) = [-1,3D.

(b) Firx,=0, x;, = % und x, = 1 erhélt man rationale Funktionswerte:

1

3
fO=-1, f(Q=-7 und f)=_.

Daher kann man —1, —2 und 2 gut als Stiitzstellen zur Interpolation der Umkehrfunktion verwen-
den. Das Schema der dividierten Differenzen lautet dann
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Daraus erhilt man

2 2 1
po(x) = g(x +1)— ﬁ(x +1)(x+ Z).

Die Differenz der Funktion f ! und des Interpolationspolynoms p, sind in Abbildung 4 dargestellt.

Aufgabe H3 (Newtonsche Interpolationsformel & Lineare Splines)
Gegeben seien die folgenden Messwerte
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Abbildung 4: Die Differenz der Funktion f ~! und des Interpolationspolynoms p..

(a) Berechnen Sie das zugehorige Newtonsche Interpolationspolynom mit Hilfe der dividierten Diffe-
renzen und fertigen Sie eine Skizze an.

(b) Zeichnen Sie den linearen Spline zu den Messwerten in die Skizze ein und vergleichen Sie. Welche
Interpolation ist besser?
Losung:
(a) Die Koeffizienten des Newtonschen Interpolationspolynom ergeben sich aus dem Schema der divi-
dierten Differenzen:
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Daraus erhilt man
() = (e + A+ 3x + DD [ o — xd —x(x— 1)
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— 1fi‘}x(x —D(x—-2)+ %x(x —D(x—2)(x — 3)) .

Das Interpolationspolynom pg ist in Abbildung 5 dargestellt.
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Abbildung 5: Das Interpolationspolynom pg und der lineare Spline s.

(b) Der lineare Spline ist in Abbildung 5 dargestellt. Die Messwerte legen die Vermutung nahe, dass
die gemessene Funktion fiir x > 1 und x < —1 konstant gleich Null oder nur sehr wenig von Null
verschieden ist. Das Newtonsche Interpolationspolynom schwankt in diesen Bereichen sehr stark
und ist deutlich von Null verschieden. Daher kann die Interpolation durch den linearen Spline als
die bessere angesehen werden.




