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Zum Bearbeiten dieses Aufgabenblattes benétigen Sie den Inhalt von Kapitel 4 im Skript.

Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Cholesky Verfahren)
Bestimmen Sie die Choleskyzerlegung der Matrix

1 1 -1
A= 1 2 =2
-1 -2 3

Losen Sie unter Verwendung des Ergebnisses das Gleichungssystem Ax = b fiir b = (0, —1,4)7.

Losung: Zuerst priifen wir, ob die Matrix positiv definit ist (offensichtlich ist die Matrix symmetrisch).
Dazu berechnen wir die Eigenwerte, z. B. mit Hilfe der Hauptminoren:

det(a;;) =det(1)=1>0,

det (all 6112) = det (1 1) —1=1>0und
ay; Aoy 1 2
1 1 -1
det(A) =det| 1 2 -2|=6—-4-B3-2)—(—2+2)=1>0.
-1 -2 3

Folglich ist A positiv definit und damit ist eine Choleskyzerlegung méglich. Wie im Skript auf Seite 31
bemerkt wird, kann dieser Test auf positive Deﬁnitheit implizit in den Algorithmus eingebaut werden.
Man stoppt dabei, falls einer der Ausdriicke a;; — k 1 lJzk nicht positiv ist. Dann ist die Matrix nicht
positiv definit.

Wir fithren nun den Algoritmus 3 der VL durch:
G=DIl;=vV1=1
(i=2) Iy = ?21 =1.

(1 3)131—%:_1

(=2):lpy=vayp—1l;;=v2-1=1

1311
i=3): L, = 2=l 21 - _
(1=3): I3, = lo2




A besitzt also die Choleskyzerlegung LLT = A, mit

1 O
L=|1 1

0
0
-1 -1 1

Zum Losen des Gleichungssystem Ax = b 16sen wir zunachst Ly = b:

¥y1=0
Yity,=—-1 = y,=-1
—Y1—Y2tYys=4 = y3=

Danach erhalten wir x als Losung von LTx = y:

X3 =3
XZ_X3:_1 = x2:2
x1+xz—X3=0 = X1=1

Folglich ist x = (1,2, 3)T die Lésung des Gleichungssystem Ax = b.

Aufgabe G2 (Gauf3-Algorithmus und Rundungsfehler)
Berechnen Sie zunéchst die exakte Losung des Gleichungssystems

(B 1)E-0)

Dieses Gleichungssystem kann man mit Hilfe des Gauf3-Algorithmus l6sen, indem man das Gauf3- Elimi-
nationsverfahren auf die Matrix und die rechte Seite anwendet und dann das gestaffelte System Rx = c
lost. Losen Sie das System nun mit Hilfe des Gaul3algorithmus

(a) ohne Pivotsuche,
(b) mit Spaltenpivotsuche.
Rechnen Sie dabei mit 2 signifikanten Dezimalstellen (d.h. nach jedem Schritt auf 2 Stellen runden).

Beurteilen Sie die Qualitédt der Losungen.

Losung: Aus der zweiten Zeile folgt x, = 1 — x;. Damit folgt aus der ersten Zeile x;(1/200 — 1) =

—1/2 = x; = 22 Daher ist
100 99
x=|-—,—
199199

199°
die exakte Losung. Rundet man diese auf zwei Stellen so erhélt man die Naherungslosung (0.5, 0.5).
(a) Der Gaul3-Algorithmus ohne Pivotsuche bei einer Rechengenauigkeit von zwei Stellen ergibt:

1 1 1 1
oo Y[Y2 ) mome | 2
1 1 1 0 —199 | —99

Dies ergibt x, = 0.5 und x; = 0, also durch Riickwiértssubstitution x = (0,0.5)", was sich deutlich
sowohl von der exakten als auch von der gerundeten exakten Losung unterscheidet. Daher ist diese
Naherungslosung von schlechter Qualitat.




(b) Der Gauf3-Algorithmus mit Spaltenpivotsuche bei einer Rechengenauigkeit von zwei Stellen ergibt:

s 1172 1 1] 1 1 1 1
1 1|1 = 1/1/2 0 ZBal|2~05

Die Riickwirtssubstitution ergibt x = (0.5,0.5)7, was sich zwar leicht von dem exakten Ergebnis
unterscheidet aber genau dem gerundeten exakten Ergebnis entspricht. Daher ist diese Naherungs-
losung von guter Qualitét.

Aufgabe G3 (Storung der Matrix)

Gegeben seien
1 2 a O 1
=(55) () e o=(n)

Betrachten Sie das Gleichungssystem Ax = b und das gestorte Gleichungssystem (A+ AA)X = b.

mit a € R.

(a) Geben Sie eine obere Schranke fiir den relativen Fehler in Abhdngigkeit von a beziiglich der Spalten-
und der Zeilensummennorm an.

(b) Fiir welche a garantieren die Schranken einen relativen Fehler von hochstens %?

(c¢) Berechen Sie den exakten relativen Fehler fiir die maximalen Werte von « aus Teil (b)
Losung:

(a) Nach Satz 4.3.3 gilt fiir den relativen Fehler

1% — x|l cond(4) IAAll llAb|
Laaj '

< +
[l 1—cond(A)'pat \ llAll o]

Da keine Storung der rechten Seite vorliegt, vereinfacht sich die obige Ungleichung mit Hilfe der
Beziehung cond(A) = ||A]l ||A_1|| zu

1% —xll _ [Ja]|1aa)
Il = 1 - [la| 1aay’

-2 1
A—lz( 3 _1).
2 2

Damit ergibt sich beziiglich der Spaltensummennorm fiir den relativen Fehler die Abschétzung

Es gilt

I —xll _[latl 1aal Gl 1

Il = T-[a,aAl  1-Zial Z-1

fir |a| < %
Beziiglich der Zeilensummennorm ergibt sich

1% — x|l 1

— 1 .
e~ 351

.. 1
fir |a| < 5




(b) Fiir die Abschétzung beziiglich der Spaltensummennorm muss (beachte |a| < %, damit wir eine
positive Oberschranke haben)

21 =< 1
7]at] 1 2
2
= 2 < — -
7lal
2
= 3 < —
7lal
2
& ol £ =
21

gelten, damit der relative Fehler kleiner als % ist.
Eine analoge Rechnung fiir die Abschétzung beziiglich der Zeilensummennorm ergibt
laf <

(c) Das Gleichungssystem (A+ AA)x = b hat die eindeutige Losung

1
— 2a—1
Xoq = Za—a
2—4a

fir a # % (Fir a = % ist (A+ AA) singulér.)

Das maximale a fiir die Abschatzung beziiglich der Spaltensummennorm ist a = % Damit ergibt
sich fiir den relativen Fehler

Das maximale «a fiir die Abschatzung beziiglich der Zeilensummennorm ist a = é. Damit ergibt sich
fiir den relativen Fehler
max {
o 9

o =], _
R i

8

21

411+1'+

2
2_7
i_l‘ 4 3

X 2 _XO
21 1 _

ol 2 2

X1 _XO
9

Hausiibung

Aufgabe H1 (Gaul3-Algorithmus und Rundungsfehler)
Berechnen Sie die exakte Losung des Gleichungssystems

1 200\ (x;) (100
b)) () @
Losen Sie dieses Gleichungssystem dann mit Hilfe des Gaul3-Algorithmus
(a) ohne Pivotsuche,




(b) mit Spaltenpivotsuche,
(c) mit vollstdndiger Pivotsuche.
Rechnen Sie dabei mit 2 signifikanten Dezimalstellen (d.h. nach jedem Schritt auf 2 Stellen runden).
Beurteilen Sie die Qualitadt der Losungen.

Losung: Aus der zweiten Zeile folgt x; = 1 — x,. Damit folgt aus der ersten Zeile x, = iggj = 199—99.
Daher ist
100 99
xX=|—,—
1997199

die exakte Losung. Rundet man diese auf zwei Stellen so erhélt man die Ndherungslosung (0.5, 0.5).
(a) Der Gaul3-Algorithmus ohne Pivotsuche bei einer Rechengenauigkeit von zwei Stellen ergibt:

1 200|100 - 1 200 | 100
1 1 1 0 —199| —99
Die Riickwértssubstitution ergibt x = (0,0.5)”, was sich deutlich sowohl von der exakten als auch

von der gerundeten exakten Losung unterscheidet. Daher ist diese Naherungslosung von schlechter
Qualitat.

(b) Der Gauf3-Algorithmus mit Spaltenpivotsuche bei einer Rechengenauigkeit von zwei Stellen ergibt,
den gleichen Verlauf und Ergebnis wie in Teil (a).

(c) Der Gaul3-Algorithmus mit vollstdndiger Pivotsuche bei einer Rechengenauigkeit von zwei Stellen

ergibt:
1 200|100 200 1| 100 200 1 |100
~ ~
1 1 1 1 1] 1 0O 1|05
Die Riickwirtssubstitution ergibt x = (0.5,0.5)7, was sich zwar leicht von dem exakten Ergebnis

unterscheidet aber genau dem gerundeten exakten Ergebnis entspricht. Daher ist diese Ndaherungs-
16sung von guter Qualitat.

Aufgabe H2 (Pivotsuche)
Gegeben seien die Matrizen

2 -1 0 _13 411 _21 8 2 2 0

A=|-1 2 0|, B= und C=[2 4 0

0 0 3 2 0 > 2 0 0 42
—-100 10 1 1000

Bei welchen dieser Matrizen kann auf die Pivotsuche verzichtet werden?
Losung: Sei

2 00
D =diag(ay;,ay9,a33) =10 2 0
0 0 3
Dann hat
0 — 0
D YA-D)= —% 0 0
0 0 O

die Eigenwerte —%, 0 und %, deren Betrag kleiner als eins ist. Folglich ist A eine M-Matrix und daher ist
keine Pivotsuche notwendig.




Alternativ: A ist strikt diagonaldominant.
Die Matrix B ist strikt diagonaldominant, weshalb auch hier auf eine Pivotsuche verzichtet werden kann.

Die Eigenwerte der Matrix C sind 3 — /5, 3+ +/5 und 42, die alle echt positiv sind. Daher ist C positiv
definit und eine Pivotsuche nicht notig.

Aufgabe H3 (Programmieraufgabe: Cholesky-Zerlegung)

(a) Implementieren Sie ein Programm, das fiir eine symmetrische nxn-Matrix A die Cholesky-Zerlegung
durchfiihrt und die untere Dreiecksmatrix L ausgibt. Das Programm soll an geeigneter Stelle iiber-
priifen, ob die Matrix positiv definit ist und gegebenenfalls eine Fehlermeldung ausgeben.

Testen Sie Thr Programm an den Matrizen

1 1 -1 010
A=l 1 2 2|, A=|101
-1 -2 3 010

(b) Implementieren Sie nun ein Programm, das ein lineares Gleichungssystem Ax = b unter Verwen-
dung der Cholesky-Zerlegung von A 16st.

Testen Sie Ihr Programm am Gleichungssystem A;x = b mit b = (0, —1,4)7. (vgl. Aufgabe G1)

Losung: Als Losung konne Sie sich die Matlab-Dateien cholesky.m und loesung.m herunterladen.
Zudem benotigen Sie die Programme RueckSub.m und VorSub.m aus der letzten Hausiibung.




