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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Wiederholung: injektiv und surjektiv)
Betrachten Sie die Funktion
f:A— B:xwsin(z),

mit A, B C R.
Wihlen Sie die Mengen A und B so, dass

(a) f injektiv aber nicht surjektiv,

(b) f surjektiv aber nicht injektiv,

(¢) f bijektiv ist.

Aufgabe G2 (Rechnen mit komplexen Zahlen)
Gegeben seien folgende komplexe Zahlen

21 = 3+ 44, zo = —2 +1, z3="T—1.

(a) Bestimmen Sie Real- und Imaginérteil von z1, 22, 23.

(b) Berechnen Sie z1 + z3, 21 — 22, 22, 2122, % und |z1].

Aufgabe G3 (Assoziativ- und Distributivgesetz fiir komplexe Zahlen)
Seien z1, 29, 23 € C. Zeigen Sie das Assoziativgesetz der Multiplikation sowie das Distributivgesetz
flir komplexe Zahlen, das heilst zeigen Sie, dass

(a) (21-22) 23 =21 (22 23),
(b) (21 +22) 23 =121-23+ 22 23.

Aufgabe G4 (Polardarstellung)
Sei z = a+ib € C mit a = rcosp und b = rsin . Mithilfe Eulers Formel bekommen wir die
Polardarstellung von z als
z = r(cos g + isinp) = re?

arctang falls a > 0

arctang + 7 fallsa<0,6>0
mit 7 = |z| und ¢ = arctang—w falls @ < 0,6 <0

/2 falls a =0,b>0

—7/2 falls a =0,b <0



z=a+hi=re'®?

C 31

(a) Machen Sie sich die verschiedenen Fille fiir ¢ zeichnerisch klar.

(b) Seien nun z; = 2i und 29 = —% + i%.
Bestimmen Sie die Polardarstellungen von z; und zo.

(¢) Bestimmen Sie unter Verwendung der Ergebnisse aus a) die Polardarstellungen von z3 = 2129
und z4 = &

29"
Hinweis: Benutzen Sie die Schreibweise mit der Exponentialfunktion.

(d) Geben Sie z3 und z4 in der Form x + iy mit z,y € R an.

(e) Zeichnen Sie z1, 29, z3 und z4 in eine komplexe Ebene ein und interpretieren Sie die Multipli-
kation mit zo und die Division mit 29 geometrisch.

Aufgabe G5 (Folgen)

Untersuchen Sie die untenstehenden Folgen auf Konvergenz und berechnen Sie gegebenenfalls den

Grenzwert.
. 3
(a) Folge (an)nen mit an = gz
. 3
(b) Folge (bn)nen mit b, = L2,
Hausiibung

(In der nichsten Ubung abzugeben.)

Aufgabe H1 (Komposition von Funktionen) (1+2 Punkte)
(a) Finden Sie zwei Abbildungen fi # fa2, sodass fi o fo = foo f1 gilt. Gilt diese Aussage fiir alle
Abbildungen? Begriinden Sie Thre Antwort.
(b) Betrachten Sie die Funktionen f: A — B und g: C — D mit D C A.
(i) Angenommen f und g seien injektiv.
Ist dann die Komposition f o g: C' — B auch injektiv?
(ii) Angenommen f und g seien surjektiv.
Ist dann die Komposition f o g: C — B auch surjektiv?
Begriinden Sie Thre Antworten.

Aufgabe H2 (Eulersche Formel)

(143 Punkte)
Sei z € R. Sie haben in der Vorlesung die Fulersche Formel

" = cos(x) + isin(z)
kennengelernt. Es ist also cos(x) = R(e'®) und sin(z) = 3(e®).

(a) Zeigen Sie mithilfe der Formel, dass exp(Z) = exp(z) fir alle z € C. Benutzen Sie, dass
cos(—xz) = cos(z) und sin(—x) = sin(z).



(b) Benutzen Sie Eulers Formel, um folgende (teilweise schon bekannte) Gleichungen herzuleiten:
(i) cos(z) = 1(e™ +e7), sin(z) = 5 (e — ™),
(ii) cos?(z) + sin®(z) = 1,
(iii) cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y), sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y).
Aufgabe H3 (Folgen) (14+1+1 Punkte)
(a) Finden Sie eine Folge (ay)nen, die beschrinkt ist, aber nicht konvergiert.

(b) Finden Sie zwei Folgen (a,)nen und (by,)nen, die beide divergieren, aber deren Summe (a,, +
bn)nen konvergiert.

(c) Finden Sie eine Folge (an)nen die beschréankt ist, weder monoton fallend noch monoton stei-
gend ist, aber konvergiert.



